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Es el documento impreso o en linea elaborado para apoyar la preparacion de un examen
extraordinario, con base en el Programa de Estudio de la asignatura. Sera elaborado
colegiadamente y debera incluir: a) introduccidn; b) instrucciones; c) presentacion de cada unidad,
indicando los conceptos clave; d) sugerencias de actividades de aprendizaje teérico-practicas; e)
autoevaluacion del aprendizaje con base en problemas y preguntas representativas de los
aprendizajes y f) fuentes consultadas que deberén presentarse en formato APA. Debe estar
aprobada por una instancia de Direccidn correspondiente y ser utilizada, por lo menos, en un periodo
de exdmenes.



(ntroducelon

El presente documento tiene el propésito de guiar al estudiante (en particular a los estudiantes
del plantel Oriente) en la preparacion del examen extraordinario de la asignatura de Matematicas IV,
que se imparte en el Colegio de Ciencias y Humanidades. Ha sido elaborada por el interés y
esfuerzo de un grupo de profesores del Area de Matematicas del plantel Oriente del CCH. Se basa
en el programa indicativo y vigente de la asignatura antes sefialada y contiene las caracteristicas
que definen a una Guia para Examen Extraordinario en el Glosario de Términos del Protocolo de
equivalencias.

Cada unidad se subdivide en tres secciones, la primera seccion inicia presentando los
conceptos claves de toda la unidad, parte de los aprendizajes y tematica, asi como el desarrollo
disciplinario y didactico, de estos dos ultimos aspectos. Utilizamos explicaciones teoricas, figuras y
una gran cantidad y diversidad de ejemplos préacticos totalmente resueltos permite al alumno
apropiarse de los conocimientos correspondientes. También proponemos un grupo de ejercicio para
que el alumno practique lo aprendido. La estructura de la segunda seccion solamente difiere de la
primera en que no incluye los conceptos clave. En la tercera seccion se observan las soluciones de
todos los ejercicios propuestos en las secciones 1y 2; también anexamos un el examen (con las
soluciones) de auto evaluacion con el fin de que el interesado mida los conocimientos y las
habilidades que adquiri6. En la parte final presentamos las referencias, en que el estudiante puede
consultar los temas en los que desee profundizar; a los docentes les servird para enriquecer o

incrementar la complejidad de los ejercicios y contenidos abarcados en esta guia.

LOS AUTORES
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La Guia para el Examen Extraordinario de Matematicas IV ha sido escrita para que la utilices
como apoyo y/o complemento en tu preparacién para presentar el examen extraordinario de la
asignatura del mismo nombre; para que repases, y/o conozcas los conceptos basicos y practiques a
fondo los algoritmos de mayor representatividad en el estudio de las funciones a nivel bachillerato.
Debes leer la seccion (0 la parte de tu interés) antes de intentar resolver los problemas y/o
actividades que te proponemos. Ten en cuenta que leer sobre matematicas dista bastante de leer
otro tipo de documentos, tales como una novela, un periédico o hasta libros de otras ramas del
conocimiento. Regularmente las partes de textos de matematicas (de interés para el lector), se leen
y se releen varias veces para poder comprenderlas. Debes poner especial atencién a los ejemplos
resueltos y reconstruir su resolucion; utiliza lapiz y papel a medida que los leas y, a continuacion,
intenta resolver los ejercicios propuesto en la seccion. Siguiendo estos consejos seguramente
podras hacer tu tarea optimizando el tiempo e incrementando la comprension de conceptos y
habilidad en el uso de los algoritmos.

En un primer acercamiento a una unidad memoriza las definiciones y trata de comprender los
conceptos, sin embargo, no debes cometer el error de tratar como reglas a los ejercicios resueltos
que observes. Las matematicas no son simples memorizaciones, sino que son el arte de modelar y
posteriormente resolver problemas, jno se trata de memorizar problemas resueltos! Para
comprender significativamente una unidad o un tema, debes modelar y resolver problemas, muchos

problemas; haz todos los que puedas, intenta escribir sus soluciones en una forma légica y



detalladamente, paso a paso. Por lo general, para resolver un problema en matematicas se realizan
varios intentos, no te rindas ante un problema si no puedes resolverlo en los primeros intentos. Los
primeros intentos en la resolucion de problemas se relacionan con su comprension y para esto se
tienen que leer varias veces y relacionar con lo que ya aprendiste en tu curso y de los ejemplos
resueltos de la guia Lucha con cada problemas hasta que lo resuelvas; una vez que hayas hecho
esto unas cuantas veces, comprenderas el papel de las matematicas en los procesos mentales del
aprendizaje.

Las respuestas de todos los ejercicios y a todas las preguntas de los exdmenes propuestos de todas
las secciones y todas las unidades se encuentran en las secciones de fraccion .3. En caso de que tu
respuesta a cierto ejercicio difiera de la que te proponemos, no concluyas de inmediato que estas en
error, tu respuesta y la propuesta pueden ser equivalentes y estar enlazadas por medio de ciertas

consideraciones y ambas sean correctas.
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PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

El alumno habra avanzado en
el estudio de las funciones al
introducir la notacion funcional
y la nocién de dominio y rango.
Relacionando la expresion
algebraica de una funcion poli-
nomial con su gréfica y anali-
zara su comportamiento.

FUNCIONES Con base en la resolucion de
POLINOMIALES problemas y en contexto, usa-

ra las graficas, tablas, expre-
sibn matematica para explicar
los procesos involucrados.

CONTENIDO
SECCION 1.1 Funciones y elementos
SECCION 1.2 Funciones polinomiales

SECCION 1.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS

CLAVE

Conjunto. Grupo de objetos (numeros) que cumplen con una condicion especifica.

Elemento. Cada uno de los objetos (numeros) de un conjunto.

Relacién (1). Forma en que se asigna a un elemento (nimero) de un conjunto uno o mas elementos
(numeros) de otro conjunto.

Relacion (2). Un conjunto de puntos del plano cartesiano.

Partes de una relaciéon (matematica). Un primer conjunto llamado dominio, un segundo conjunto
llamado contradominio y una regla de asociacion.

Dominio de una relacion. Conjunto de objetos (nUmeros) para los que la relacion tiene sentido
(esta bien definida).

Contradominio de una relacion. Conjunto de objetos (nimeros) en el que se encuentran los
objetos (numeros) que han de ser asignados.

Regla de correspondencia de una relacion. Forma en que se asigna a un objeto (nimero) del
dominio un objeto del contradominio.

Rango (recorrido o conjunto imagen). Conjunto formado por todos los objetos (nimeros) del
contradominio que han sido asignados por la regla de correspondencia.

Modelo. La regla de correspondencia de una relacion en una situacion especifica.

Variable independiente. Aquella a la que le son asignados los valores.

Variable dependiente. Su valor depende de la asignacion hecha a la variable dependiente.
Intervalo. Parte (conjunto) de los numeros reales que puede representarse por al menos un
segmento rectilineo de la recta numérica (recta real).

Grafico (o grafica). Conjunto de pares ordenados (puntos) del plano cartesiano.

Curva asociada a una funcion. Figura en el plano cartesiano constituida por todos los puntos en
los que la primera coordenada son los nimeros del dominio y la segunda coordenada son los

numeros del recorrido (rango o conjunto imagen).
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SECCION 1.1 FUNCIONES y ELEMENTOS

APRENDIZAJES TEMATICA
1. Explora diferentes rela- 1. Relacion.
ciones, reconociendo las

condiciones necesarias 2. Nocién gen
para determinar si una re- de funcion.

lacion es funcion, la sim-
boliza y distingue el domi-
nio y el rango.
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En los cursos de basicos de geometria analitica se tratan relaciones entre dos variables
(“ecuaciones”) cuya representacion en el plano cartesiano es una curva especifica (una linea recta,
una parabola, una circunferencia, entre otras), sin embargo, la inclusiéon de condiciones en las
relaciones entre variables da origen a otro tipo de “objetos matematicos” conocidos como funciones.
Retomemos el concepto de relacién entre variables. Se utiliza el término “relacién” para establecer
el vinculo entre objetos (personas, animales o cosas) con otros objetos o caracteristicas de ellos
mismos, los vinculos suelen representarse utilizando figuras con flechas que reciben el nombre de
‘diagramas sagitales”.

EJEMPLO 1 RELACION

Sean los conjuntos A nombre de la persona, B edad de la persona, tales que:
A={Pedro, Juan, Maria, Elena } y B={11, 16, 14, 19 }.

a. Unarelacion R, “de los nombres a las edades”, la representa el diagrama sagital.

FIGURA 1

b. Una relacion “de las edades a los nombres” la representa el diagrama sagital.

FIGURA 2

Otra forma de describir y presentar relaciones entre dos conjuntos es utilizando tablas.

EJEMPLO 2 DESCRIPCION DE UNA RELACION

Sean los conjuntos A nombre de la persona, B edad de la persona, tales que:
A={Pedro, Juan, Maria, Elena } y B={11, 16, 14, 19 }.

a. Una relacion “de los nombres a las edades”, la representa la tabla:
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Nombre de la persona | Edad

Pedro 19
Juan 11
Maria 11

b. Una relacion “de las edades a los nombres” la representa la tabla.

Edad | Nombre de la persona

14 Elena
16 Juan
11 Pedro

Un concepto “méas avanzado” de “relacién incluye “dos variables” vinculadas por “una ecuacién”
que cumple ciertas caracteristicas (que posteriormente proporcionaremos).

EJEMPLO 3 FUNCIONES
a. En el lugar geométrico conocido como linea recta, las variables x e y se encuentran

relacionadas por la “ecuacion”
Ax+By+C=0.
b. En el lugar geométrico conocido como parabola (con eje focal horizontal, las variables x e y
estan vinculadas por la “ecuacion”
(y—k )" =4p(x=h).
c. Lalongitud | de lado de un cuadrado y el area A que encierra se relacionan con la “férmula”
A(l)=12
d. El volumen de una caja con forma de prisma rectangular con ancho de longitud x, largo un metro
mayor que el ancho y altura dos metros mayor que el largo se calcula con la relacién

V(x)=(x)x+1)x+2)

En esta obra sélo son de nuestro interés pares de variables relacionadas de la forma: si a una
de ellas le asignamos los valores (conocida como variable independiente) al utilizar la forma en que
se encuentran vinculadas (regla de correspondencia o regla de asociacidn) obtenemos el valor de la
otra (llamada variable dependiente o funcion).
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f

_ __J
B f(x)
FIGURA 3

Formalmente:

DEFINICION 1 FUNCION Y SUS PARTES

Sean x e y dos variables (numéricas) y f laforma en que se encuentran relacionadas, entonces:
a. Una funcion f es una relacion entre dos variables, tal que a toda asignacion a la variable

independiente le asocia exactamente un unico valor de la variable dependiente.
b. f recibe el nombre de regla de correspondencia.

c. El conjunto de valores que es posible asignar a la variable x (variable independiente), que
representamos por A se llama dominio de la funcién, simbélicamente
A=dom(f).

d. El conjunto B de todos los valores obtenidos al aplicar la regla de correspondencia f a los
valores del conjunto A se llama recorrido (rango o conjunto imagen) y lo representaremos por

B=rec( f ) (también por B=rango ( f ) 0 B=imagen ( f )).
e. Cuando x pertenece al conjunto A=dom( f )y f(x)=y, x recibe el nombre de preimagen
de y=f(x).
f. El nimero (o valor) y = f ( x ) eslaimagen de x bajo f .

La figura 4 presenta un esquema de los elementos antes definidos.

regla de _ ndmero de numero de
correspondencia entrada salida
( pre imagen) (imagen)
imagen
. *f(x)
pre imagen recorrido
— x f— ()
dominio contradominio

FIGURA 4
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NOTA

i. f representa la regla de correspondencia.

ii. y=f(x) esunnimero o valor del recorrido (rango o conjunto imagen).

iii. x es un numero o valor del dominio y tiene asociada una imagen.

iv. En ocasiones se utiliza el concepto de CONTRADOMINIO (o codominio) para indicar las
caracteristicas del campo (conjunto al que deben pertenecer las iméagenes) y sélo en ocasiones
coincide con el recorrido (rango o conjunto imagen). Generalmente, el recorrido de la funcion no es
equivalente al contradominio.

v. El término f ( x ) se lee “efe de equis” y no debe interpretarse como un producto.

DEFINICION 2 IGUALDAD DE FUNCIONES

Dos funciones f y g sonigualessiysolosi f =g y dom( f )=dom( g ).

NOTA
No basta con que dos funciones tengan la misma regla de correspondencia para ser iguales,
itambién se requiere que tengan el mismo dominio!

EJEMPLO 4 IGUALDAD DE FUNCIONES
a. Pudiere pensarse que las funciones de reglas de correspondencia

f(x)=§ y 9(x)=1
son iguales, sin embargo,
f(O)zg no esta definidoy g(0)=1.

Esto significa que el nimero x=0 pertenece al conjunto dom( g ) pero no pertenece al conjunto

dom( f ), entonces f=g.

2
b. Sean las funciones con regla de correspondencia f ( x )=~ -1 y g( x )=x+1. Observa que

x—-1
2
f(x):x —1:(x+1)(x—1):X+1’
x—-1 x-1
sin embargo, f = g puesto que
-1 0 .
f(1)= =— (no existe 1)=1+1=2.
(1)=" =, (hoexiste)y g(1)=1+
2
c.Sean f(x)= 3;; y g( x )=x, “algebraicamente son equivalentes’,

2
f(x):iﬁ(:x:g(x)sinembargo, g(0)=0y f(0)=

Como consecuencia f = g.

oo
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Con el propdsito de dar formalidad a nuestro estudio de las funciones ahora desarrollaremos la
notacion (simbologia) para escribir sus elementos adecuadamente.
Las representaciones

f
f:A—> IR A - IR

FIGURA 5§

se interpretan: la funcion f con dominio en el conjunto A y contradominio en el conjunto de los

numeros reales.

Frecuentemente utilizaremos a la linea recta real (o a parte de ella) para representar el dominio
de una funcién real de variable real, ahora estableceremos la notacién y el lenguaje que utilizaremos.
i. El conjunto de los numeros reales lo representamos con el simbolo IR o0 en forma de intervalo por
(- oo, + o0 ) con representacion:

IR
| >
1 >

0
FIGURA 6

A

ii. El simbolo “ > ” se llama relacién de orden total, con él indicaremos que un numero (o un conjunto
de numeros) es mayor (son mayores) que otro nimero. En el contexto de los numeros reales, la
expresion “x>a’, se lee y hace referencia a “los nimeros reales mayores al numero a”, esto
también se escribe como intervalo en la forma (a , + ) y se representa en la linea recta real en

las formas:
IR
— (
< {
a IR
= O >
a

FIGURA 7

El simbolo “ < ”indica: un nimero (0 que un conjunto de nimeros) es menor que otro. La expresion
“x<a’, indica: “los numeros reales x que son menores al nimero y es equivalente al intervalo
(-, a), se representa en las formas:

IR

\ >

< ¥ >

a IR

- O >
a

FIGURA 8
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iii. El simbolo “ > se Illama relacién de orden parcial, indica que un nimero (o que un conjunto de
nimeros) es mayor o igual que el nimero a , equivale al intervalo [a , + ), se representa por:

IR
< I
a IR
< @ >
a

FIGURA 9

iv. El simbolo “ <” indica que un nimero (0 que un conjunto de nimeros) es menor o igual que
cierto numero especifico. La expresion “x<a ”, se refiere a “los nimeros reales menores o iguales al
nimero a”, en la forma de intervalo se escribe como (- , a |, se representa en las formas:

A
> @ Q) bt
y

FIGURA 10

En el estudio de las funciones también se utilizan expresiones que resultan de la combinacién de las
relaciones de orden antes sefialadas, destacan:

REPRESENTACION
NOMBRE INTERVALO | COMO CONJUNTO EN LA LINEA RECTA REAL
ABIERTO
(no contiene los (a,b) {XEIR \a<x<b} . - IR
extremos)
IR
SEMIABIERTO (a,b] {X€|R \a<xsb} <+—O0 *—
(no incluye uno a b
de los IR
[a,b) {XeIR \a£x<b} -—@ o—>
extremos) a b
CERRADO IR
(contiene los [a,b] {X€|R \aSXSb} -—0 *—
extremos) a b

TABLA 1
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EJEMPLO 5 DOMINIO E IMAGEN DE UNA FUNCION
a. La funcion con regla de correspondencia f ( x )= x?+5 tiene como dominio
dom( f )=IR=(—o0,+00)
(cualquier numero real puede ser elevado al cuadrado y posteriormente se puede sumarle cinco), su
imagen (o rango o recorrido) son los numeros reales mayores o iguales que 5, ¢por qué?, la frase
los numeros reales mayores o iguales que 5 se representa por
rec( f )={x|x>5}=[5,+=).
b. El area de un circulo depende de la longitud r de su radio, la relacién entre ambas variables es
A(r)=zr?yel dominio esta constituido por los nimeros reales no negativos,
dom(A)={r[r>0}=[0,+x).
La imagen (recorrido o rango) es el conjunto de los numeros reales no negativos
rec (A)={A A20}=[0,+x).
Observacion: En un contexto general en que r carece de significado el dominio son todos los
numeros reales, es decir,
dom(A)=IR=(-o0,+o).
c. En un cubo cuyos lados miden x unidades, la relacion V ( x )= x® representa su volumen,
puesto que las longitudes de los lados del cubo son positivas, tiene dominio
dom( V )={x|x>0},
la imagen (rango o recorrido) lo constituyen todos los nimeros no negativos, simbolicamente
rec(V )={V|vV20}=[0,+m).
Observacion: Si x es s6lo una variable y no representa una longitud, entonces
dom(V )=IRyrec(V)={V|VelR}=(-u,+n).

Las funciones (en particular las funciones reales de variable real) tienen asociada una
representacion en el plano cartesiano, que pone de manifiesto su comportamiento y algunas de sus
propiedades.

DEFINICION 3 GRAFICA DE UNA FUNCION

a. La grafica de la funcion f , es el conjunto G, ={ (x, y): xedom( f ) y y=1f(x)}.
b. La representacion del conjunto G, ={ (x, y): xedom( f ) y y="f(x)} en el plano

cartesiano es “la representacion grafica de la funcion f .

La definicion 3 asocia a la funcién f una representacién en el plano cartesiano, que esta

compuesta por un conjunto de sus puntos y que en las funciones que trataremos se manifestaran
como una linea que llamaremos curva.
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curva asociada

\ /\ ala funcion f
\/0 N4 X

FIGURA 11

\

NOTA
En la literatura es comun llamar grafica de la funcion a una figura y no al conjunto de puntos que la
definen.

Analizando la representacion grafica de una relacién entre dos variables (una independiente y
una dependiente) es posible conocer si ésta pertenece a una funcion o en su caso a una relacion.
Para responder la pregunta ¢ cuando una curva en el plano corresponde a una funciéon? se utiliza el
siguiente criterio o regla de LA LINEA RECTA VERTICAL.

“Una curva, en el plano cartesiano corresponde a una funcién f, siy sélo si, cualquier linea recta
de ecuacion de la forma x =x, (para x,, en el dominio de la funcion) interseca a la curva asociada
a f ensdlo un punto”.

EJEMPLO 6 DETERMINANDO LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION
En la figura sélo la curva de la izquierda pertenece a una funcién, al desplazar la linea recta vertical
de ecuacién x = x, de izquierda a derecha sélo interseca en un solo punto a la curva, esto significa

que a todo numero del dominio de la funcién le corresponde un unico numero del contradominio de
la funcién.

Ya Ya

s s s N

>
AN
x'>

_\\- e

AL
\/ \X/OA/ \

X €& —
Il

X
o

o

Il €=
o

FIGURA 12

De la representacién grafica de una funcion f también es posible determinar su dominio vy el
recorrido de una funcién.
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EJEMPLO 7 DOMINIO Y RECORRIDO A PARTIR DE LA REPRESENTACION GRAFICA
Y, Ya ] Y,
20 h

f
15 /
-25 0 \/\YO = ] 5}v€\/ & //\ 0 >x
- 30 - 10 \/

-15

FIGURA 13

a. Si en la figura de la izquierda proyectamos la curva asociada a la funcion f sobre:

i. El eje horizontal (de las equis) obtenemos: dom ( f )=[-25,30].

ii. El eje vertical (de las yes) obtenemos: rec ( f )=[ 15,20 ].

b. Si en la figura del central proyectamos la curva asociada a la funcién g sobre:

i. El eje horizontal (de las equis) obtenemos: dom (g )=[—60,+x ).

ii. El eje vertical (de las yes) obtenemos: rec (g )=[-30,+x ).

c. Sien la figura de la derecha proyectamos la curva asociada a la funcion h sobre:

i. El eje horizontal (de las equis) obtenemos: dom (h )=IR=( -0, + 0 ), las puntas de las flechas

en la curva asi lo indican.
ii. El eje vertical (de las yes) obtenemos: irec (h )=IR=( -, + ), las puntas de las flechas en

la curva asi lo indican.

SECCION 1.1

EJERCICIOS 1

. Clasifica como funcion con una F en el paréntesis o como no funcién con NF en el paréntesis.
) A cada persona se le asocia su estatura.

En toda una ciudad, a un mismo objeto se le asocia su precio.

A todo numero real positivo se le asocias su raiz cuadrada.

A cada persona un nombre.

A todo “predio” su area.

() Aun cuadrado, la longitud de su lado.

() Aun rectangulo de érea fija la longitud de su base.

. () Atoda esfera su volumen.

i. () Acada ordenada de punto de una linea recta (en el plano cartesiano) su abscisa.

C
(
(
(
(
(
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() Acada abscisa de punto de una linea recta (en el plano cartesiano) su ordenada.

esponde, verdadero (V') o falso ( F ) segun corresponde.

El dominio de una funcién también se llama recorrido.

)

) El rango de una funcion también se llama contradominio.

) La preimagen es un ntimero (o valor) asignado a la variable independiente de una funcion.
) Una funcion es una regla de correspondencia.

)Una funcion consta de tres partes.

() El dominio de una funcién puede no tener elementos.

( )Elrango (recorrido o conjunto imagen puede no tener elementos.

. () Existen funciones que no tiene regla de correspondencia.

i. () Unintervalo cerrado incluye a sus extremos.

j. () Existen intervalos de nimeros reales que no son abiertos y no son cerrados.

k. ()Todas las funciones tienen como dominio a un intervalo de nimeros reales.

l. () Todos los intervalos cerrados tienen dos elementos.

m. ()El conjunto de los nimeros reales se representan en forma de intervalo por (— oo, + 0 ).
n. () Existen funciones que no tienen contradominio.

o. () Dos funciones iguales pueden tener distintos dominios.

3. Utiliza el criterio de la linea recta vertical e identifica los graficos que corresponden a las funciones.
a. Ya b. Ya c. Ya

X&\/ > /O/ >y Z/ > x

> IR AYAS

4. ; En qué condicion, los pares de “reglas de correspondencia” representan la misma funcion?

a. f(x)=5y g(x)z‘r’:.

b. £(x)=5yg(x)

x-1
my g(x)—x+1-

T 2x-10°
c. f(x)=
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d f(x)

X3 + X X
i1’ () x? +1

5. Utiliza la notacion de intervalos para representar: i. El dominio. ii. El recorrido (rango o conjunto
imagen) de las funciones asociadas a las representaciones gréficas.

Nota una “punta” en un extremo significa que la curva se prolonga indefinidamente en esa direccion.
a. Ya h. Ya c.

Ya
6
1
> > >
0 X 01 X -3 0 3 X
e. Y Anocruzayno va
tocaal eje y A

6. Responde las preguntas o completa la frase.
a. La variable a la que le son asignados los numeros se denomina

b. Los elementos que constituyen a una funcién real de variable real son

c. El dominio de una funcién f son aquellas asignaciones a la variable independiente de manera
que:
d. Un intervalo es de numeros reales.

e. Los intervalos de nimeros reales se clasifican en las tres siguientes categorias:

f.La es una asignacion a la variable independiente de una funcién.
g. El conjunto imagen de una funcion también se denomina:

h. Si la curva asociada a una funcion se proyecta sobre el eje de las abscisas, esta proyeccion
coincide con de la funcién.

i. ¢ Por qué dos funciones con la misma regla de correspondencia pueden ser diferentes?

j- El rango (recorrido o conjunto imagen) de una funcién f es un subconjunto de su
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APRENDIZAJES TEMATICA
2. Comprendera el significa- 2. Notacion funcional
do de la notacion funcional f(x)=ax™..+ax+a
y la utilizara para represen- " too
tar y evaluar funciones poli- Intervalos.
nomiales.
Usara la notacion de interva- 3. Division sintética, teore-
los para representar dominio ma del residuo, t
y rango de una funcion. del factor y su re
Ceros de la funci
3. Aplicara division sintética, reales y compleja
el teorema del residuo, el cuacion. Raices
teorema del factor y su reci- cidad impar o par -
proco para determinar los servar el comport nto
ceros de f (x) y su grafica. gréfico. Graficacion de fun-
ciones.
4. Construird una funcion po-
linomial a partir de las raices 4. Calculo de ceros y gra-
de su ecuacion y a partir de ficacion de funciones.

una funcion polinomial calcu-
lar& los ceros y realizara su
gréfica.

5. Problemas de aplicacion.
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Las funciones polinomiales se utilizan frecuentemente en la modelaciéon y analisis de
situaciones relacionas con estructuras para almacenar productos (cajas, tanques, recipientes,
etcétera), problemas de resistencia de materiales, para aproximar funciones mas complejas y definir
otro tipo de funciones.

DEFINICION 1 POLINOMIO

La expresion p (x)=a,x"+a, ;X" +---+a,x° +a,x* + ax" +a,

se llama polinomio en el indeterminado (o indefinido) x.

a. n es un numero entero positivo, es la mayor de las potencias de la variable x, y también es el
grado del polinomio.

b.a, a, ....a, &, &, a,donde a, =0 son numeros reales y se llaman coeficientes.

c. a,x", a, X"+, ax®, a,x%, ax y a, son los términos del polinomio.

d. a,x" es el término dominante (o término lider), a, es el término independiente.

Con los polinomios en el indeterminado (o indefinido) x se puede construir otro tipo de “entes
matematicos”, tal como lo muestra la figura 1.

POLINOMIO CON INDETERMINADO x

p(x)=a,x"+a, X" +---+ax +a,

v v

ECUACIONES FUNCIONES
POLINOMIALES POLINOMIALES
X"+ 8, X" -+ ax +a, =0 p(x)=ax"+a, x"t+..+ax+a
xesla x es la variable
incognita independiente
FIGURA1

DEFINICION 2 FUNCION POLINOMIAL

Sien el polinomio p (x)=a,x" +---+a,x? + a,x* +a, se interpreta:
a.a x como la variable independiente.

b. n es un nimero entero positivo.

c.a,, a,,, ...,33, &,, &, a,,donde a, =0 son numeros reales.
d. dom ( p )=(-c0,+).

Entonces recibe el nombre de funcién polinomial.

Otras caracteristicas de la funcion polinomial p (x)=a,x" +---+a,x? + a,;x" +a, son:
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c. a,x", ---,a,x%, a,x y a, son los términos de la funcién polinomial.

d. a,x" es el término dominante (o término lider) y a, es el término independiente.

Aunque: los polinomios, las ecuaciones y las funciones polinomiales poseen estructuras muy
parecidas son entes (objetos matematicos) muy distintos y no deben confundirse, la tabla destaca
algunas de sus diferencias.

INCOGNITA | VARIABLE | CEROS | SOLUCIONES | DOMINIO | IMAGEN
Funcion NO S| S| NO S| S|
polinomial
Ecuacion S| NO NO S| NO NO
polinomial
RAICES

NUmeros que al sustituirse en la ecuacion polinomial
a, X" +---+a,x? +a,x' +a, =0 generan la identidad 0=0.

CEROS
Numeros X, asignados a la variable x en p (x )=a,x" +---+a,x* + a,x' +a,, tales que

p (Xo ):0-

EJEMPLO 1 CARACTERISTICAS DE FUNCIONES POLINOMIALES

FUNCION VARIABLE | GRADO TE_TI;VIEI::O |NDE|EER:IVII;TEOF‘ITE.
p(x)=7x*-8x X 2 7x? 0
p(t)=-5t>-34t* —43t+10 t 3 _5t2 10
p(x)=x3+;x2—4x+2 X 3 x® 2
p(s)=s*—-6s>+8s%+8s-9 s 4 s -9

El dominio (natural) de la funcion polinomial con regla de correspondencia
p(x)=a,x" +--+a,x? +ax* +a,
es el intervalo
dom (p)=(-o0,+0)
salvo cuando en un contexto especifico se indica otra cosa.
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El comportamiento (grafico) de una funcion polinomial se facilita cuando su regla de
correspondencia esta factorizada, es decir, si presenta la forma

p (X):an (X_XOn )(X_COn—l )"'(X_on )(X_Cm)

en donde
Co1s Co2:° s Con-1+ Con
son los ceros de la funcién polinomial y los binomios (x—c,; ) son los factores, por tanto, es
necesario establecer los elementos algebraicos basicos para escribir
p(x)=a,x"+-+a,x* +ax +a,

en la forma

P (x)=a, (X=Xon XX=Copy ) (X=Xg N X—=Cqp ).

El primero de estos “elementos algebraicos” es la propiedad conocida como TEOREMA DE LOS
CEROS RACIONALES, propiedad que a continuacion presentamos.

TEOREMA 1., DE LOS CEROS (RAICES) RACIONALES

Sea p (x) un polinomio con: indeterminado x, coeficientes enteros, coeficiente dominante a,, =0,
y coeficiente independiente a, = 0. Si la fraccion irreducible — es una de sus raices, entonces el
v

numero u es divisor del coeficiente a, y el nimero v es divisor del coeficiente a,, .

En el teorema de los ceros racionales la frase: “entonces el niUmero u es divisor del coeficiente
a,” significa determinar los numeros enteros que dividen al numero a, de manera que el cociente

es un numero entero. El siguiente proceso indica la forma en que se aplica el teorema de las raices
racionales.

ALGORITMO PARA DETERMINAR LAS POSIBLES RAICES RACIONALES
Sea

p(x)=a,x"+ +a,x* +a,x' +a,.
1. |dentifica el coeficiente independiente a, =0 y construye la lista de todos sus factores.
2. |dentifica el coeficiente dominante a,, = 0 y enlista todos sus factores.

3. Forme todas las divisiones:
factores del coeficiente independie nte
factores del coeficiente dominante

EJEMPLO 2 DETERMINACION DE POSIBLES CEROS EN FUNCIONES POLINOMIALES
a. p(x)=2x+7x% +7x+2.
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a=>o | divisores
-2,-1,1,2
. 2 -1 1 1] 2 los posibles
ceros
a=2 o212 1] 2 racionales
2121212 son:
divisores g2 L] 2| 2
il I s
-2 11
' -2 -1 2 =212
-1 22| 2] 2 2
1, IfT T T| 1
2 2122 2
2012 21 2| 2

b. p(x)=x*—-4x®-2x* +12x+9

a=09 divisores
-9,-3,1,1,3,9

los posibles
ceros
a= 1 -9 -3 |11 1}3]°9 racionales
son:
.. 9| -3 -1 11 3] 2
divisores | -7 | | | =| =| = | = 3 4
-1 ) i i
’ 91 -3 -1 11 31 2
1 U o ol Bl B sl el I

Identificados los posibles ceros raciones se deben seleccionar aquellos que, si lo son, esto
puede realizarse por sustitucion directa en el polinomio o aplicando las propiedades algebraicas que
a continuacion desarrollamos.

DEFINICION 3 ALGORITMO DE LA DIVISION

p(x)

La expresion g(x) ) p(x) o en forma equivalente W significa: existen polinomios unicos
a(x)y r(x) lesque PP g0+ ") obien p(x)=g(x)-q(x)+r(x).

) 0(0) " g ()
p(x) es el polinomio dividendo.
g(x) es el polinomio divisor.
a(x)
r(x)

x ) es el polinomio cociente.
x ) es el polinomio RESIDUO o polinomio RESTO.
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En esta guia sdlo son de nuestro interés divisiones de la forma

n 2 1
x—c> a X"+ +a,X X +a,

en que n es un numero natural (entero y positivo); y considerando que la division de polinomios se
estudia en curso previos al de Matematicas 1V, solamente trataremos el “método de la division
sintética (o regla de Ruffini) en la ejecucion de la operacién antes sefialada.

REGLA DE RUFFINI (DIVISION SINTETICA)

Para efectuar la division

X —Xg | a,x" +a,  x"tra, X"+ +ax’ +ax +a,
1. Ordena los términos del polinomio dividendo p (x ) en forma descendente y en una primera fila

coloca los coeficientes, sustituye con un cero el coeficiente de los términos faltantes.
a, a,., a,_, a,.; oee a] a0
2. Escribe el numero x, (nota el cambio de signo), “el divisor sintético”, en la primera fila y a la

izquierda de los coeficientes, deja una linea en blanco y traza segmentos rectilineos como lo
muestra la figura.

X, a, a a a a a

3. Coloca el coeficiente a,, al inicio de la tercera fila (justo debajo del segmento rectilineo horizontal
(nota el cambio de signo).

4. Multiplica a, por x,; escribe el producto x,-a, en la segunda fila, exactamente debajo del

numero a, ;, sumalo con a, , y escribe la suma a, x, +a,, en la tercera fila debajo de a,, ;.

xo a, a, a, ., a,_; oee al a0
x().an
a" x0'an+ an-]

5. Repite el proceso del paso anterior hasta que haya sumado un producto al término constante del
polinomio a, .

Los primeros n numeros de la tercera fila son los coeficientes del polinomio cociente, que es
un polinomio de grado n—1 ,y el Gltimo nimero r de la tercera fila es el resto o residuo.
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EJEMPLO 3 APLICANDO DE LA REGLA DE RUFFINI

a. Resolvamos por division sintética

X-4[5¢ -8% +2x -6
1. Los términos de los polinomios ya estan
ordenados en forma decreciente.
2. Listamos los coeficientes.

4 5 -8 2 -6

3. Colocamos el primer coeficiente en la fila
tres.

4 5 -8 2 -6

4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila
tres por 4 y colocamos el resultado abajo del
siguiente coeficiente, efectuamos la suma.

4|ls 8 2 -6
20
|5 12

5. Repetimos el paso anterior utilizando todos
los coeficientes.

4 |s -8 2 -6
20 48 200 residuo
|5 12 50 194

6. Los primeros tres numeros de la tercera fila
son los coeficientes del cociente

q(x),
el ultimo término es el residuo, entonces
q(x)=5x*+12x+50 y r =194,
por tanto,
194

3_ 2 _
X 8" + 2x 6=5x2+12x+50+7.
X—4 X—4

b. Resolvamos por division sintética

X+2 | 2x-% +11% + 4x + 14
1. Los términos de los polinomios ya estan
ordenados de forma decreciente.
2. Escribimos los coeficientes.

2| 2 -1 11 4 14

3. Colocamos el primer coeficiente en la fila tres.
2| 2 -1 11 4 14

2
4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila
tres por —2 y colocamos el resultado abajo del
siguiente coeficiente, efectuamos la suma.

2 2 -1 11 40 14
4 10 2 -12 residuo

2 5 1 6 2

5. Repetimos el paso anterior utilizando todos
los coeficientes.

2| 2 -1 11 40 14
4 10 2 -12 residuo
2 5 1 6 2

6. Los primeros cuatro nimeros de la tercera fila
son los coeficientes del cociente

qa(x),
el ultimo término es el residuo, entonces
q(x)=2x°-5x*-x+6yr=2,

por tanto,
4 3 2
2x" = x° =11x +4X+14=2x3—5x2
X+ 2
=—x+6+—2
X+2

Obtenidos los posibles ceros racionales (o raices en el caso de ecuaciones) es necesario verificar
cuales de ellos lo son, la propiedad algebraica que lo facilita es el teorema del residuo (o resto)
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TEOREMA 2. DEL RESIDUO

Sea p(x) un polinomio con indeterminado x . Si dividimos p(x) entre x-x,, entonces el
residuo es
p(x)=r.

NOTA
p(x, )=r indica:
i. Se puede evaluar una funcién polinomial en el numero x, por medio con la division

X—% ) p(x).

ii. El residuode x—x, ) p(x) esr=p(x,).

EJEMPLO 4 EL TEOREMA DEL RESIDUO EN LA EVALUACION DE FUNCIONES POLINOMIALES
Calcula el residuo p(x, )=r, primero evaluando directamente en la funcion polinomial y luego

utilizando el teorema del residuo.
a.Sea p(x)=2x*—x*+4x-2.
i. Directamente,
p(3)=2(3)" —(3)° +4(3)-2=162-9+12—-2=163.

ii. Por medio del teorema del residuo requerimos realizar la division x — 3> 2x* +0x® —x? +4x-2

resolviendo por division sintética:
3 2 0 -1 4 -2
6 18 51 165 residuo
|2 6 17 =55 J
b.Sea p(x)=-3+5x—4x%.
i. Directamente, p(-1)=-3+5(-1)-4(-1)’ =—4.

ii. Por medio del teorema del residuo es necesario realizar la divisién x +1> —4x% +0x% +5x -3

resolviendo por division sintética:

4 -4 -1 residuo

EJEMPLO 5 CALCULO DEL RESIDUO
Calcula el residuo efectuando la divisidn sintética correspondiente y luego aplicando el teorema del
residuo.
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a. Sea x—2>7x3—4x+5.

i. Por el teorema del residuo:

2 7 0 -4 5
14 28 48 residuo

| 7 14 24 | 53|«J

ii. Directamente, sean p(x)=7x®—4x+5 y x, =2, entonces
p(2)=7(2)° —4(2)+5=56-8+5=53, luego r =53.

b. x+1> Xt —x®+2x% —x+4.

i. Por el teorema del residuo:

a1 1 2 1 a4
-1 2 A4 5
1 2 4 =5 EJ
ii. Directamente, sean p(x)=x* —x®+2x?> —x+4 Yy x, =—1, entonces
p(-1)=(-1)* (-1 +2(-1) —(-1)+4=1+1+2+1+4=9,luego r=9.

residuo

A primera vista el uso de una divisién (para evaluar una funcién polinomial en el nimero x, o
para obtener el residuo de la division de polinomios x—x, ) p(x) ) complica los clculos, sin

embargo, parte de su importancia consiste en que suele facilitar una primera factorizacién del
polinomio dividendo. Consecuencia del teorema del residuo es la propiedad llamada TEOREMA DEL
FACTOR.

TEOREMA 3. DEL FACTOR

El polinomio p (x)=a,x" +a, ,x"* +---+a,x+a, tiene como factor x—x, , si y sOlo si
p(% )=0.

EJEMPLO 6 FACTORES
Decide si el binomio x +1 es factor de la funcion polinomial p (x )=x* —x* +2x* —x—5 de las

siguientes formas, i. Por evaluacion en la funcion polinomial, ii. Realizando una divisién. iii. Si es el
caso factoriza.
i. Evaluando: sean

p(x)=x*—x*+2x> —x-5Y x, =1,
entonces
p(-1)=(1)" - (-1’ +2(-1)° - (-1)-5=0
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Dado que r=p(-1)=0 concluimos que x+1 es un factorde p(x)=x*—x>+2x?> —x-5.
ii. Efectuando la division

X+1 | x*-x*+2¥ - x -5
Por division sintética
1] 1 -1 2 -1 -5
1 o 4 residuo

5
1 2 4 5E‘J

El polinomio cociente es
q(x)=x®-2x? +4x-5.
iii. Puesto que r=0, entonces el binomio x+1 es factor de p(x)=x*-x*+2x> —x-5y
utilizando
q(x)=x3-2x*+4x-5
obtenemos,
p(x)=(x+1)(x3 —2x% +4x-5 )

Los polinomios (en el contexto de funciones y ecuaciones polinomiales) tiene la caracteristica
de cumplir la propiedad conocida como Teorema Fundamental del Algebra.

TEOREMA 4. FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

El polinomio p (x)=a,x" +a, ,x"* +---+a,x +a, tiene al menos una raiz (o cero).

El teorema fundamental del algebra es una propiedad de existencia, garantiza la existencia de
raices (0 en su caso de ceros) en todas las ecuaciones (o funciones) polinomiales, sin embargo, no
dice cuantas raices tiene un polinomio y no proporciona un método para calcularlas (calcularlos).
Consecuencia del Teorema Fundamental del Algebra es el siguiente corolario (consecuencia
inmediata de un teorema ya justificado) que limita el numero de raices (o ceros) de un polinomio de
grado n.

COROLARIO DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

El polinomio p (x)=a,x" +a, ;X" +---+a,x+a, (con término lider de grado n) tiene a lo mas
n raices reales.

Con base en la propiedad anterior en la busqueda (o factorizacion) del polinomio
p(x)=a,x"+a, ,x" +--+ax+a,
no encontraremos mas de n ceros (o factores).
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EJEMPLO 7 NUMERO DE CEROS DE UNA FUNCION POLINOMIAL
Con base en el Teorema Fundamental del Algebra y sus consecuencias:

p(x)=2x*+3x* -18x+8.

a. Lafuncion p(x)=2x®+3x> —18x +8 tiene como maximo tres ceros.

b. La funcion p(x )=-4x> +5x* + 3x? —6x — 4 tiene un maximo de cinco ceros.
c. Lafuncion r (x )=—x> —4 tiene a lo méas dos ceros.

d. La funcion r (t)=r® —5r* — 4 tiene como maximo seis ceros.

Debemos tener en cuenta que una raiz (o cero) de una ecuacion (funcién polinomial) puede
repetirse, el numero de veces que se repite recibe el nombre de multiplicidad. Puede ocurrir que
alguno de los ceros de una funcién polinomial (0 en su caso de una ecuacién polinomial) se repitan o
no sean numeros racionales, de la propiedad conocida como TEOREMA FUNDAMENTAL DEL
ALGEBRA (que a continuacion enunciamos).

DEFINICION 4 MULTIPLICIDAD DE UN CERO RAIZ (O DE UNA RAIZ)

Si x = x, es una raiz (o cero) del polinomio p (funcion) y (x—x, )k uno de sus factores, entonces
X =X, tiene multiplicidad k .

EJEMPLO 8 MULTIPLICIDAD DE CEROS (O RAICES)

a. En la funcién polinomial p(x )=x®-3x—2=(x+1)*(x-2):

el cero x =-1 tiene multiplicidad 2.

el cero x =2 tiene multiplicidad 2.

b. En la funcion polinomial p(s)=s* +3s® —7s? 155 +18=(s+3)’(s -2 ) s—1):
el cero s =-3 tiene multiplicidad 2.

el cero s =2 tiene multiplicidad 1.

el cero s=1 tiene multiplicidad 1.

¢. En la funcion polinomial p(t)=t° —t* —14t® + 24s? =t*(t -3t -2t + 4 ):
el cero t =0 tiene multiplicidad 2.

el cero t = 3 tiene multiplicidad 1.

el cero t =2 tiene multiplicidad 1.

el cero t — 4 tiene multiplicidad 1.

En los siguientes ejemplos utilizaremos las propiedades (definiciones, teoremas y corolarios) en
la factorizacién de funciones polinomiales (lo que facilitaréd nuestro propdsito que es “graficarlas”);
para tal efecto puede ser de gran utilidad el siguiente proceso.
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FACTORIZACION DE LA FUNCION POLINOMIAL p (x)=a,x" +a X" +---+a, .

1. Determina los posibles ceros racionales.

2. Forma los factores que corresponden a los posibles ceros racionales.

3. Aplica division sintética para un factor que genera residuo cero. Si con cierto factor obtienes
residuo r =0 rescribe la funcidn polinomial segun lo establece el algoritmo de la divisién como

p (X):(X_Xo )Ch(x)
4. Repite el proceso anterior con g, (x ) (analiza si puedes factorizar g, (x ) aplicando un proceso
mas sencillo, si es el caso hazlo).

EJEMPLO 9 FACTORIZACION DE UNA FUNCION POLINOMIAL
Factorizacion de p(x)=x>-7x* —x+7.
Dado que a, =1 los posibles ceros racionales son los factores de a, =7, es decir, los niumeros
x=—7,-1,1 7.

De x=-7 obtenemos que un posible factor es x + 7, luego

1|1 -7 -1 7
7 98 -g79 residuo

| 1 14 97 [-672]

Por ser r =-672 descartamos a x +7 como factor.
Otro posible factor es x +1, luego

-1

1 -7 -1
-1 8

7
-7
T 7 o

Dado que r=0 , entonces x+1 es factor de p(x)=x®-7x>—-x+7 , ademas

residuo

a, (x)=x? —8x+7 y finaimente p(x)=(x+1)(x2 —8x+7 )
El segundo factor puede ser factorizada facilmente (es el producto de dos binomios con un término
comdn y uno no comun).

p(x)=(x+1)x-1)Xx-7).

EJEMPLO 10 FACTORIZACION DE UNA FUNCION POLINOMIAL
Factorizacion de p(x )=x* +4x® —2x* —12x +9.
Aqui a, =1, entonces los posibles ceros racionales son los factores de a, =9, es decir, los
numeros x=-9, —3, -1, 1, 3, 9. De x=-9 obtenemos un posible factor, x + 9, luego
911 4 -2 -12
-9 45  -387 3591

|1 -5 43 -399 [ 3600

residuo
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Si r=3600, entonces x + 9 se descarta como factor. Otro posible factores x + 3,
31 4 -2 -12
-3 -3 15

|11-53|I]«J

Si r=0, entonces x+3 es factorde p(x)=x*+4x®-2x*> ~12x +9, ademas

residuo

g, (x)=x*+x*-5x+3

de donde

p(x)=(x+3)(x3 +x? —5x+3).
Repetimos el proceso anterior con g, (x )= x® +x* —=5x+3.
Dado que b, =1, entonces los posibles ceros racionales son los factores de b, =3, es decir, los
numeros —3, —1, 1, 3. De —3 obtenemos que un posible factor es x + 3, luego

311 1 -5 3
3 6 3 residuo
[1 -2 1 | o] J

Si r=0, entonces x+3 es factor de g, (x)=x>+x?—-5x+3 y también Q, (x )=x* —2x+1,
1 2

por tanto, g, (x )= x3+x> —5x+3=(x+3)(x2 —2x+1), 0 bien
g (x)=x3+x*=B5x+3=(x+3 ) x-1).
De la primera y de la ultima factorizacion obtenemos:
p(x)=(x+3)(x3 +x° —5x+3)=(X+3)(x+3)(x—1)2 =(x+3)(x-1).

EJEMPLO 11 FACTORIZACION DE UNA FUNCION POLINOMIAL

Factorizacion de p(x )=—-4x® +7x-3.

En este caso a, =—4 (divisores —4, -2, -1, 1, 2, 4 )y a, =-3 (divisores -3, -1, 1, 3).
Los posibles ceros racionales son los nimeros:

X:_3! _§1 - 1_§! _ly _ll l1 l1 §1 1! §1 3
2 4 2 4 4 2 4 2
De -3 obtenemos que un posible factor es x + 3, luego

3|14 O 7 -3

12 -36 87 residuo
-4 12 29 .

Puesto que r =84, entonces x+3 no es un factor. De —1 obtenemos que un posible factor es
x+1.

-4 0 7 -3
4 4 3 residuo

-4 4 3 [ 6]




28 UNIDAD 1 FUNCIONES POLINOMIALES

Puesto que r=-6, entonces x +1 no es un factor. De — g obtenemos el posible factor es x + g :

2|4 o0 7 -3

6 9 3 residuo
& s 2 ol —

Puesto que r =0, entonces x + g esunfactory q, (x)=—4x*+6x-2,

p(x)=-4x° +7x—3:( x+2](—4x2+6x—2 )
Repetimos el proceso anterior con la funcion polinomial g, (x )= —4x? + 6x—2.

Si b, =—4 'y b, =2, los posibles ceros racionales son los numeros x=-2, -1, — 1 2.

1
2
Asi, x + 2 no es un factor puesto que

2 |4 6 -2
8 -2g8 residuo

414 J

Para x +1 obtenemos
-1 |4 6 -2

4 -10 residuo

4 10 J

: 1
por lo que se descarta como factor. Si x + 5 entonces

2| -4 6 -2
2 -4 residuo

-4 8 J

y se descarta.

Para x —% obtenemos

w2 |-4 6 -2
) 2 residuo

T e o]

por tanto, es otro de los factores, el Ultimo factor es — 4x + 4.

p(x)=-4x* +7x—3=[x+2j{x—$}(—4x+4) obien p(x)=—(2x+3)2x-1) x-1).
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SECCION 1.2

EJERCICIOS 1

® 2 0 T »

4. Calcula la ordenada al origen y desarrolla la regla de correspondencia.
a.

b.

C.

® 2 0 T N

® 2 0 T » w

. Determina los posibles ceros racionales.
p(x)=2x*-5x* —4x+3.

p(x)=x*-8x>+18x? —16x+5.

p(x)=x3-x*-8x+12.

p(x)=(x-1)(x+3).

=(x+1)*(x+2).
=(x+1)x+2)x-1)x+3).

. Factoriza la regla de correspondencia de la funcion polinomial.

. Factoriza la regla de correspondencia y determina la multiplicidad da cada cero.

29




30 UNIDAD 1 FUNCIONES POLINOMIALES

GRAFICACION DE FUNCIONES POLINOMIALES

Factorizada la regla de correspondencia de la funcién polinomial el bosquejo de la curva que
tiene asociada (intersecciones con los ejes coordenados, comportamiento alrededor de sus ceros y
comportamiento para valores extremos asignados a la variable independiente) suele realizarse
utilizando los siguientes aspectos:

i. Los ceros, numeros en que la curva asociadaa p (x)=a,x" +a, ,x"* +---+a,x +a, interseca
al eje de las abscisas, se obtienen a partir de sus factores.
ii. Calcula el nimero p (0) llamado ordenada al origen, niimero (o punto) en que la curva asociada
a p(x)=a,x"+a,,x"* +---+a,x+a, interseca al eje de las ordenadas.
iii. Analiza el comportamiento alrededor de los ceros, para ello, sustituye el menor de los ceros x,,
en todos los factores excepto en el que se anula, obtienes la funcion g, (x )=ka,( x—x,, )", que
determina el comportamiento de

f(x)=a,x"+a, X" +--+a,

a su alrededor.

CERO DE MULTIPLICIDAD CERO DE MULTIPLICIDAD CERO DE MULTIPLICIDAD

UNO DOS TRES
gi(x):kan(X_XOi) gi(x):kan(x_xoi )2 gi(x)zkan(x—in )3
ka, >0 ka, >0 ka, >0

Repite el proceso anterior con todos los ceros.
iv. Analiza el comportamiento extremo. Lo define el comportamiento alrededor de los ceros (en caso
de que existan).
Si x,, es el menor de los ceros y a su izquierda el comportamiento de la funcién
f(x)=a,x"+a, X" +--+a,:
Es negativo, entonces f ( x ) — —oo ; en este caso escribimos:
si x——o0, entonces f (x )——ow.
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Es positivo, entonces f ( x )— +0; en este caso escribimos:
si x ——o0, entonces f(x )+,
Si x,, es el mayor de los ceros y a su derecha el comportamiento de la funcién
f(x)=a,x"+a, X" +--+a,:
Es positivo, entonces f ( x )— +0; en este caso escribimos:
Si X — o0, entonces f(x )—oco.
Es negativo, entonces f ( x )— +o; en este caso escribimos:
Si X —>+o0, entonces f ( x )— +o0.
v. Traza sobre los “comportamientos una curva suave y continua.

EJEMPLO 12 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A p(x)=x3-7x% —x+7.
La factorizacion de p (x )=x®—7x* —x+7 es

p(x)=(x+1)x-1)Xx-7).

Ceros: Xy, =—1, Xo, =1y X3 =7 (todos de multiplicidad 1).
Ordenada al origen: p(0)=(0+1)0-1Y0-7)=7. g

. 7
Comportamiento alrededor de los ceros: m
Xo; =—1,

Oor (X)=(x+1)-1-1)-1-7)=16(x+1).

Xp2 =1,
Jor (X)=(1+1) (x-1)1-7)=-12(x~1).

Xog =1,

Uos (X)=(7+1)7-1)x-7)=48(x-7).

)\

i ey

FIGURAS 2 U

Comportamiento extremo:
X ——o0, entonces p (x )— —oo

X —+a0, entonces p (x )— +oo

31

EJEMPLO 13 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A s(t)=-3t* —'8t® +3t? +12t — 4.

La factorizacion de

s(t)=-3t" —8t> +3t*> +12t—4 es s(t)=—3(t+2)2(t_1)(t_;j,

Por tanto:
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Ceros: t,;, =—2 con multiplicidad dos.

ty, =1 tos =; ambos con multiplicidad 1. cA
Ordenada al origen: A
s(0)=-4. l
Comportamiento alrededor de los ceros: f
De to1 = -2 , ) { 1
gOl(t)z—s(t+2)2(—2—1)(—2—;j:—zl(uz)z. \ I
1
De ty, = g: \\
1 V(1 1) 14(, 1 4
t)=-3 —+2 —=lt—= (== t—=].
9 (1) (3+ N3 )( 3] 3[ 3) \
De ty; =1: \ |
2 1
Uz (1)=-3(1+2) (t—1)(1—3j:—18(t+1) \ I
’_‘
_QA 1 | 1 t
FIGURAS 3
Comportamiento extremo:
Si t »—oo, entonces s(t)——w.
Si t >+, entonces s(t)— —w.
EJEMPLO 14 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A p(x)=x* +x® —3x? —5x—2.
La factorizacion de la funcién polinomial
p(x)=x*+x*-3x2 —5x-2
es
p(x)=(x+1)(x-2).
Por tanto,
Ceros:
Xo1 = —1 con multiplicidad tres, Comportamiento extremo:
Xo; = 2 con multiplicidad uno. X — —o0, entonces p (x )—> +wo
Ordenada al origen: X —>+o0, entonces p (x )— +oo

p(0)=-2
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Comportamiento alrededor de los ceros: y l
De ‘

Xo1 =—1, z
Oor (X)=(x+1)*(-1-2)==3(x+1)%. \

De -p \ 2
Xop =2,

doo (x)=(2+1)'(x-2)=27(x-2).

y A 4
. \

J

FIGURAS 4 © \/

EJEMPLO 15 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A p(x)=—x*+3x+2.
Al factorizar p (x )=-x®+3x+2 obtenemos

p(x)=~(x+1)(x-2),

por tanto:

Ceros: Comportamiento extremo:

Xo; =—1 con multiplicidad dos, X ——o0, entonces p ( X )_) +00
Xop =2 con multiplicidad uno. X —> -0, entonces p (x )— —o
Ordenada al origen: p(0)=2 vl
Comportamiento alrededor de los ceros: \

De x,, =-1, 4

gor (X)=~(x+12(~1-2)=3(x+1) /\
De Xy, =2,

Ooo (x)=~(2+1)(x-2)=-9(x-2).
y

\/

-7 0 2 X

N

/'

A\ 4

[N
o
N
—
\ 4
x

FIGURAS 5
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SECCION 1.2

EJERCICIOS 2

. Factoriza la regla de correspondencia y haz un bosquejo de la grafica de la funcién polinomial.
p(x)=-2x*+7x? —4x—4.

=x*+x3-5x-2.

=x* +4x3 —2x%? —12x +9.

® 2 0 T » =

CONSTRUCCION DE FUNCIONES POLINOMIALES

Si se conocen los ceros y su multiplicidad y una de las siguientes dos caracteristicas de las
funciones polinomiales:

i. Coeficiente del término dominante (coeficiente del término lider).

ii. Término independiente (equivalentemente, punto de interseccion con el eje de las ordenadas).

Es posible determinar su regla de correspondencia y asi como su representacion grafica.

EJEMPLO 16 DETERMINACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION
POLINOMIAL

Una funcién polinomial tiene:

i. Cero en x =1 de multiplicidad dos, cero en x =-1 de multiplicidad uno.

ii. Coeficiente de término dominante (lider) 2.

Como consecuencia de lo anterior sus factores son (x—1)°y (x+1) y su grado es n=3 (obtiene

sumando las multiplicidades de los ceros). Asi a, =2.
p(x)=2(x-1F(x+1)=2x>-2x*—2x+2.

EJEMPLO 17 DETERMINACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION
POLINOMIAL
Una funcién polinomial tiene:

i. Ceroen x =% de multiplicidad dos, cero en x =3 de multiplicidad dos.

ii. Interseca al eje de las ordenadas en el punto (0 , 18)

2
Por la condicion i. tenemos que sus factores son ( X — i) (x-3), pero

2
x-t (x—3)‘2:x“—7x3+gx2—§x+g
2 4 2 4



UNIDAD 1.2 Funciones polinomiales 35

Por la condicion ii. el término independiente debe ser 18 y lo obtenemos al multiplicar la expresion
anterior por 8, entonces

2
8 (x—lj (x-3) |=8 xt o7y 4 Oy 2, 9
2 4 2 4

p(x)=8x*—56x>+122x? —84x +18.

y obtenemos

EJEMPLO 18 DETERMINACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION
POLINOMIAL

Una funcion polinomial satisface:

i. Cero en x=2 de multiplicidad tres, cero en x=0 de multiplicidad dos.

ii. Término dominante 4x°.
Por la condicion i., sus factores son (x—2 )*(x—0)?, pero
(x=2)(x=0)*=x>—6x* +12x* —8x2.
Por la condicién ii. el coeficiente del término dominante es 4 y lo obtenemos al multiplicar la

expresion anterior por 8, entonces 4[ x> —6x* +12x% —8x? }=4x5 — 24x* + 48x° —32x°

y obtenemos
p(x)=4x>—24x* +48x* + -32x°.

EJEMPLO 19 DETERMINACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION
POLINOMIAL
Una funcion polinomial cumple con:
i. Cero en x =1 de multiplicidad dos, cero en x=2 de multiplicidad dos.
ii. Término independiente a, =-8.
Por la condicion i. sus factores son (x —1)*(x—2 ), pero
(x=1)(x=2) =x*—6x*+13x* —12x + 4
Por la condicion ii. el término independiente debe ser — 8 y lo obtenemos al multiplicar la expresion
anterior por — 2, entonces — 2[( x—1)(x-2) ]: 2] x* —6x® +13x? —12x+ 4 | y obtenemos
p(x)=-2x*+12° —26x? + 24x -8

ANALISIS DE GRAFICOS DE FUNCIONES POLINOMIALES

Con base en la suposicidn: la representacion grafica pertenece a una funcién polinomial, y con
caracteristicas perfectamente sefialadas es posible determinar la regla de correspondencia.
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EJEMPLO 20 LA REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION POLINOMIAL A PARTIR

DE SU REPRESENTACION GRAFICA

1

YA

-1

A

/

=

De la condicion i.

De la condicion ii.

Por tanto, su regla de correspondencia es

FIGURA 6

obtenemos

Si suponemos que la figura de la izquierda
corresponde a una funcién polinomial
p(x ), entonces:
i. Sus ceros son:
x=-1 con multiplicidad 1.
x=2 con multiplicidad 1.
x=4 con multiplicidad 1.
ii. Ordenada al origen:
p(0)=-8.
iii. Si x —>—0, entonces p(x)—> +o.
Si x —> -0, entonces p(x)——wo.

(x+1)x—2)x—4)=x>-5x* +2x+8.

obtenemos

—(x+1)x—2)x-4)=—x®+5x? —2x-8.

D(X)=—(X+1)(X—2)(x—4)=—x3+5x2 —2x-8.

EJEMPLO 21 REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION POLINOMIAL A PARTIR DE

SU REPRESENTACION GRAFICA

v] I

Nl
w ¢

FIGURA 7

Si suponemos que la figura de la izquierda
corresponde a una funcion polinomial p(x ),

entonces:
i. Sus ceros son:
X = % , con multiplicidad 1.

x =3, con multiplicidad 2.
ii. Ordenada al origen:
p(0)=-9.
jii. Si x ——o0, entonces p(x)— —o.
Si x —> -0, entonces p(x )—> +wo.
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De la condicion i. obtenemos
x-1 (x=3) =x° NN
2 2 2
Para que se cumpla la condicion ii. debemos multiplicar por 2, obtenemos
of x-1 (x=3) =2 x° B o9 ooy 13k 4 24x 9
2 2 2
Por tanto, su regla de correspondencia es

p(X)=2(X—;](X—3)2=2x3—13x2+24x—9.

EJEMPLO 22 REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION POLINOMIAL A PARTIR DE
SU REPRESENTACION GRAFICA

yl Si el gréfico de la izquierda corresponde a una
funcion polinomial p (x ), entonces:
1 1 i. Sus ceros son:
0 > 1 -
X= 3 con multiplicidad 2.
x =1, con multiplicidad 2.
¥ ii. Ordenada al origen:
p(0)=-1.
iii.
Si x —>—0, entonces p(x)—>—w.
[ \ Si x —> -0, entonces p(x)——w.
-3
FIGURA 8

De la condicion i. obtenemos
2
x—1 (x—1)*=x* 82 8L
3 3 9 9 9
Para que se cumpla la condicion ii. debemos multiplicar por — 9, obtenemos
e (x-1)"=-9 x* L8220 B L gxt 2ax® — 2% 18X 1.
3 3 9 9 9

Por tanto, su regla de correspondencia es

p(x)=—(x-1)(3x-1)* =—0x* + 24x® — 22x +8x 1.

EJEMPLO 23 REGLA DE CORRESPONDENCIA DE UNA FUNCION POLINOMIAL A PARTIR DE
SU REPRESENTACION GRAFICA
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y
T En el grafico de la izquierda observamos:
i.
Sus ceros son:
2 x= 1
2 H
1 con multiplicidad 3.
oY [z x| xR
con multiplicidad 1.
ii. Ordenada al origen:
\ p(0)=2.
\ ii.
Si x —>—0, entonces p(x )—>+wo.
Si x —+o0, entonces p(x)— +o.
FIGURA 9

3
De la condicin i. obtenemos | x — - (x—2)=x* e By 18,1
2 2 4 8 4
Para que se cumpla la condicion ii. debemos multiplicar por 8, esto da
3
g x-t (x-2) =8 x* e By B L gyt 28x® 4 30x2 —13x+ 2.
2 2 4 8 4

Por tanto, su regla de correspondencia es

2
p(x)=8(x—;j (x-2)=8x" —28x* +30x* —13x + 2.

/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 3

1. Construye la regla de correspondencia de la funcién polinomial con las siguientes caracteristicas.
a. Ceros y multiplicidad: m(x=-1)=1, m(x=2)=1, m(x=3)=1y a, =-2.
b. Ceros y multiplicidad: m ) (x=4)=1ya,=2.
c. Ceros y multiplicidad: m =1, m(x=1)=1, m(x=3)=1ya,=-12.
)=1, m(

( )
( )

d. Ceros y multiplicidad: m ( X= % j “2.,m
( )

(
o 1 2
e. Ceros y multiplicidad: m =2, m[x=2j=1, m(x —3}:1 ya,=8.
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2. Cada figura es la representacion grafica de una funcién polinomial, determina: los ceros y su
multiplicidad, la ordenada al origen, la regla de correspondencia y comportamiento extremo.

a.
y

C.
3
> [
1 0 23 X
I
Y A

><"

FUNCIONES POLINOMIALES COMO MODELOS

EJEMPLO 23 MODELOS

a. Construiremos el modelo (funcién) que describe el volumen de una caja con forma de prisma
cuadrangular, en donde el largo mide un metro méas que el doble del ancho y la altura mide un metro

mas que el largo. La figura muestra la caja.

SOLUCION
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|
|
|
: ox + 2 Por tanto,
I V(x)=x(2x+1)2x+2)=4x* +6x* +2x ,
I x>0.
S —

e

// X
2x +1
FIGURA 10

b. Construye el modelo (funcién) que describe el volumen de un envase cilindrico (cilindro circular
recto), si el radio mide dos unidades mas que el doble de la altura (en funcion del radio).
SOLUCION

r En este caso, si h es la longitud de la altura del cilindro, entonces
r=2+2hy

h='="2 obien h="—_1.
2 2

FIGURA 11 El volumen del cilindro es V =zr?h . Si sustituimos hzg—l en
V =z r?h e indicamos que el volumen depende del radio obtenemos,

Vv (r )=7zr2(;—1j=;7zr3—7rr2,si r>2.

c¢. Se va a construir un tanque para almacenar combustible, debe tener forma de cilindro circular
recto con extremos semiesféricos. Si el largo de la parte cilindrica debe ser dos unidades mayor que
el triple del radio construye un modelo que proporcione el volumen del tanque en funcién del largo
del cilindro.

SOLUCION

Si x es la longitud del largo del cilindro, entonces la
condicién que liga al radio con la altura es

/
x=2+3r obien r=""2-%_2 !
3 3 3 ,
1
\

El tanque esta constituido por un cilindro y dos semi esferas

su volumen es V =7zr2x+gm3. *\ *\

FIGURA 12

4
en Vv :7rr2X+§7zr3 e

W N

Si sustituimos r=2X=2-%
3 3
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indicamos que el volumen depende del largo del cilindro

x 2y 4 (x 2V
obtenemos V(I )=7{ —j —7{ —) , X>2.

3 3 3 3 3
d. Con una hoja rectangular de cierto material se va a construir un envase (con forma de prisma
recto) sin tapadera. Se cortaran 4 cuadrados de lado de longitud x en las esquinas de la hoja, se
eliminaran estas esquinas, y luego se doblaran verticalmente los bordes. Si el largo de la hoja mide
6 unidades y el ancho mide 4 unidades, construye un modelo (funcién) que describa el
comportamiento del volumen como funcién de la altura de la caja.
SOLUCION

@
o ?ooxgé*o

FIGURA 13
Si x representa la longitud de los lados de los cuadrados de las esquinas, entonces también
representa la altura de la caja. Los lados de la caja miden 6 —2x y 4—2x unidades.
El volumen de la caja en funcion de la altura es

V(x)=(6-2x)4-2x)x),

0 bien

V(x)=4x3-20x? +24x, 0<x<2.
e. Se desea construir una estructura arquitectonica con forma cilindro circular recto, con coronado
con una semiesfera. Si altura de la parte cilindrica debe ser una unidad menor que el triple del radio
de la semi esfera construye un modelo (funcién) que describa el comportamiento del volumen de la
estructura arquitectonica en funcion del radio de la semi esfera.
SOLUCION
Si x es la longitud de la altura del cilindro, entonces la condicién
que liga al radio con la alturaes x=3r-1 .

V=7zr2x+§7rr3.

. i 2 oo
Si sustituimos x=3r—-1 enV=7zr’x+ 3" r® e indicamos que X =3r-1
el volumen depende del radio de la semi esfera obtenemos

V(r)=7zr2(3r—1)+37zr3,obien V(r):E;er_;;r2 ~
3 3 FIGURA 14

. 1
siempre que r >
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f. Se desea construir una estructura arquitectonica con forma de: prisma recto, con base cuadrada y
coronado por una piramide cuadrangular (de base idéntica a la del prisma). Si la altura de la parte
prismatica es una unidad mayor que el doble de la longitud de la base y la altura de la parte
piramidal es dos unidades mayor que la longitud del lado de la base construye la funcion que
describe el volumen de la estructura como funcion de la longitud de lado de la base.

SOLUCION

1
2 2
El volumen de la estructura es V = x“h i, + 3 N piramide:

Si x representa la longitud de lado de la base, entonces las

/ X+2  condiciones que ligan la base de la estructura con las alturas son:

//IF _ hprisma =2x+1 y hpirélmide =X+2.

: ox + 1 Sustituyendo hpyigna = 2X+1 Y Njiamige = X+2

| en

L 1
// X V= thprisma + §X2hpiramide

FIGURA 15 obtenemos
V(x ):Zx3 252,
3 3

/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 4

1. Construye el modelo (funcidn) que describe el volumen de un envase con base cuadrada y forma
de prisma cuadrangular, en donde la altura mide una unidad menos que la longitud de lado de la
base.

2. Construye un modelo, en funcién de la altura, que describe el volumen de un envase cilindrico
(cilindro circular recto) en donde el radio mide dos unidades mas que el doble de la altura.

3. Se desea construir un tanque para almacenar combustible, tendréa forma de cilindro circular recto
con extremos semiesféricos. Si el largo de la parte cilindrica debe ser una unidad mayor que el triple
de su radio, construye un modelo que proporcione el volumen del tanque en funcion del radio del
cilindro.

4. Con una hoja rectangular de cierto material se va a construir una caja sin tapadera. Se cortaran 4
cuadrados de lado de longitud x (se eliminarén los cuadrados cortados) y luego se doblarén
verticalmente los bordes. Si el largo de la placa mide 12 unidades y el ancho mide 8 unidades,
construye un modelo (funcién) que describa el comportamiento del volumen como funcién de la
altura de la caja.
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SECCION 1.1

SOLUCIONES EJERCICIOS 1
1.a.(F).b.( F).c.(NF).d.(NF).e.( F).f.(F).g.(F).h.(F).i (NF).]. (NF).

3. Poner F sobre las curvas de los incisos: b., e.y f.

4.a. x=0.b. x=5.¢. x=-1. d. Siempre que se les asigne el mismo dominio.

5.a. dom (f)=(-o0,+)yrec(f)=(-c0,+w)

b. dom ( f )=(1,+00)yrec(f)=(1,+).

c.dom (f)=(-3,3]yrec(f)=[0,6].

d. dom(f)=[-z,z]yre(f)=[-1,1].

e. dom (f)=(0,+)yrec(f)=(-o0,+o).

f. dom (f)=(-o0,+0)yrec(f)=(-0,2)u]4,+x)

6. a. Independiente. b. Dominio, recorrido y regla de correspondencia. ¢. f ( x ) existe. d. Un

conjunto de numeros reales. e. Abiertos, cerrados y semi abiertos o semi cerrados. f. Preimagen. g.
Rango o recorrido. h. El dominio. i. Pueden tener dominios distintos. j. Contradominio.

SECCION 1.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1
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4.a. p(x)=x*-6x2+8x—-3. p(0)=-3. b. p(x)=2x*+8x?-6x-36. p(0)=-36.
C. p(x)=7x*+41x> + 78x* + 44x-8. p(0)=-8.
d. p(x)=x*+5+9x*> +7x+2. p(0)=2.e. p(x)=x* +5x° +5x* —=5x-6. p(0)=-6.

SECCION 1.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 2
a. p(x)=—(2x+1)x-2) b. p(x)=(x+1)x-1)x—-4).
y y
A
* T
! SR R
- g |
-4
X 1
Ceros X==2.2. Ceros x=-1, 1, 4.
Ordenada al origen p (0 )=-5 Ordenada al origen p (0 )=4
Si x —+o0, entonces p(x)— —o. Si x —> -0, entonces p(x )— +o.
Si x ——o0, entonces p(x )—> +oo. Si x——o0, entonces p(x)—>—oo.
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c. p(x)=-8x(x-1). d. p(x)=(x+1)°(x=2)=x*+x>-5x-2
Ceros x=0, 1. Ceros x=-1, 2.
Ordenada al origen p(0)=0. Ordenada al origen p(0)=-2.

Si x—+0, entonces p(x)— —o. Si x — -0, entonces p(x )— +o.
Si x ——o0, entonces p(x)— —o. Si x——o0, entonces p(x )— +o.
y Ya

T
0 1 >X 1\ 2 >
-2

e. p(x)=(x-1)*(x+3).
Ceros x=-3, 1.
Ordenada al origen p(0)=10.
Si x —+o0, entonces p(x )— +oo.
Si x ——0, entonces p(x )— +o.

Y a

L
10

/ SECCION 1.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 3

1.a. p(x)=-2(x+1)x-2)x-3)=-2x%+8x* —2x-12.
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p(x)=2x(x+4)(x—-4)=2x* +8x* —32x* —~128x.
c. p(x)=-2(x+2)x-1)x-3)=-2x%+4x? +10x —12.
d. p(x)=18 x— j Xx—1) x+3)=18x"* +24x> —76x* + 40x — 6.
e. p(x)= 6(x+2)[ j(x+§)_—6x4—25x3—26x2+4x+8.

L

a. Ceros y multiplicidades: m( X = ; ) 2, m(x=2)=1y m(x=4)=1. Ordenada al origen:

p(0)=-8.Regla de correspondencia p(x)=(2x—-1)*(x—2 ) x—4)=2x> -13x? + 22x 8.
Comportamiento extremo, si x — —oo, entonces p (x )— —wo. Si x —+0, entonces p(x )— +wo.

b. Ceros y multiplicidades: m[ x=2)=1, m(x=0)=1y m(x=-1)=1. Ordenada al origen:

p(0)=0.Regla de correspondencia p(x)=(2x-3 ) x+1) x=2x* + x® —4x* —3x.
Comportamiento extremo, si x — —oo, entonces p(x )— +o0. Si x —+o0, entonces p(x )— +oo.

c. Ceros y multiplicidades: m[ X= % j =1, m(x=1)=3. Ordenada al origen: p(0)=3. Regla de

correspondencia  p(x)=3(3x—1) x—1)> =9x* —30x® +36x> —18x+3 . Comportamiento
extremo, si x ——oo, entonces p (x )— +w0. Si x —+o0, entonces p (x ) — +oo.

d. Ceros y multiplicidades: m(x=3)=2, m [ X = % j =9. Ordenada al origen: p(0)=-9. Regla

2
de correspondencia p(x)—4(x-3 )2( X — ;j = —4x* +28x% —61x? +42x - 9.
Comportamiento extremo, si x — —oo, entonces p(x )— —o. Si x —+o0, entonces p(x)— —o.
e. Ceros y multiplicidades: m( x=-1)=3, m( x=2)=1. Ordenada al origen: p(0)=2.Reglade
correspondencia p(x)—4(x+1)°*(x—-2)=-x* —x® +3x* +5x+2. Comportamiento extremo, si
X ——o0, entonces p(x)— —o. Si x —+o0, entonces p(x)——w.

/ SECCION 1.2 SOLUCIONES
AEJERCICIOS 4

1.V(x)=x*(2x-1)=2x>-x2, x>0.
2.V(h)=z(2h+2 Yh=4z°+8s* +4r.
3.V(r)= 18 errtrso.

4.V (x)=4x>-40x* +96x, 0<x<4.



43 UNIDAD 1 FUNCIONES POLINOMIALES

[ UNIDAD 1 EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE
1. El grado de una funcién polinomial es la del término lider (dominante).

2. En una funcién polinomial el término independiente se caracteriza por

3. Los ceros de una funcién polinomial coinciden con las de los puntos

en que la curva correspondiente interseca al eje horizontal.
4. El coeficiente independiente de una funcion polinomial coincide con

del punto en que la curva asociada corta al eje de las ordenadas.
5. La propiedad: si d( x ) y p(x )=0 son polinomios, entonces existen los polinomios nicos

c(x)yr(x)tales que p(x)=c(x)d(x)+r(x), r(x)=0, o bien, r( x ) tiene un grado
menor que p( x ), recibe el nombre de

6.La tiene un factor x—x, siysolosi p(x,)=0.

7.Si p(x, )=0, entonces es un factorde p(x ).

8.Si p(x, )=m, entonces m es el de x—m) p(x).
9. Si el cero de la funcidn polinomial se repite n veces se dice que su esn.
10. Si p( x ) es una funcion polinomial , entonces p( x )

tiene al menos un cero.
11. Sea f una funcién polinomial con coeficientes enteros, coeficiente dominante a, =0,

coeficiente independiente a, = 0; si la fraccion irreducible P 65 uno de los sus ceros, entonces el
q

numero p a -

12. El comportamiento extremo de wuna funcién polinomial lo establece el término

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES
. C s 1 3
1. Calcula el residuo de la division x — > x° —1.

2. |dentifica los posibles ceros racionales de la funcién polinomial con regla de correspondencia
p(x)=3x*-3x* +5x—4.

3. Identifica los posibles factores de la funcion p( x )=4x* +12x* + x? —12x + 4

4. Obtén la regla de correspondencia de la funcién polinomial con las siguientes caracteristicas:

Ceros y multiplicidad: m(x:ijzz , m(x=-2)=1, m(x=-4)=1, término lider a, = 4.
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5. Obtén la regla de correspondencia de la funcién polinomial con las siguientes caracteristicas:
Ceros y multiplicidad: m(x=-1)=3, m(x=-5)=1y cruce al eje de las ordenadas en y =-10.

6. La representacion gréfica de una funcién 7. Determina la regla de correspondencia de la

polinomial es como se muestra en la figura. funcién polinomial cuya representacion grafica
Determina los ceros y su multiplicidad. es como se muestra en la figura.

y y“
f r
4
\ ,
011 4
-1 0

8. Determina el comportamiento extremo de la 9. Determina los ceros y el coeficiente del
funcion polinomial con regla de correspondencia término dominante de la funcion polinomial cuyo

p(x )=3x* +6x° —36x° +42x 15 gréfico es
y}/\/
0 2 >

10. Realiza un bosquejo de la grafica asociada a la funcion polinomial con regla de correspondencia
p(x)=4x* —7x% +2x+1.

A\ 4

<V

X

1
3

CONSTRUCCIONES

1. Construye el modelo (funcion) que describe el volumen de un cono eliptico, si el semeje menor
mide una unidad menos que la mitad del semieje mayor y la altura mide una unidad mas que el
semieje mayor.
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[ UNIDAD 1 SOLUCION AL EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE
1. POTENCIA. 2. SER DE POTENCIA CERO. 3. ABSCISAS. 4. LA ORDENADA. 5. ALGORITMO

DE LA DIVISION. 6. FUNCION POLINOMIAL. 7. x-x, . 8. RESIDUO x—m) p(x). 9.

MULTIPLICIDAD. 10. DE GRADO n. 11. ES UN DIVISOR DE. 12. LIDER O TERMINO DOMINANTE.
ALGORITMOS Y OBSERVACIONES
7 10.

Bl

5 >
p(x)=—4x®—7x% —2x+1. 1 X
Si x——0, entonces p(x)—>+wo . Si x—+0,

entonces p( x )— +oo.
9.a,=3ya,=4 m(x=2)=2 m[x:—;jzl.

CONSTRUCCIONES

1.V(x)=gx3—gx2—;x si x>1.




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

El alumno modelara algunas
situaciones que dan lugar a
funciones racionales y con ra-
dicales, analizara una grafica
para identificar su dominio,
rango, asintotas y relacionar
estas caracteristicas con la

FUNCIONES situacion de la problemética
RACIONALES planteada

Y

FUNCIONES CON

RADICALES

CONTENIDO
SECCION 2.1 Funciones racionales

SECCION 2.2 Funciones con radicales

SECCION 2.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS

CLAVE

Numero racional (fracciéon o quebrado). Tiene de la forma P en donde p Yy q=0 son numeros
q

enteros.

Fraccion propia. Cuando el numerador es menor que el denominador (en valor absoluto).

Fraccion impropia. Cuando el numerador es mayor que el denominador (en valor absoluto).

Fraccion racional reducible. Si el numerador y el denominador tienen factores (distintos de uno)
comunes.

Funciones iguales. Tienen regla de correspondencia algebraicamente equivalente y el mismo
dominio.

Funcién racional irreducible. EI numerador y el denominador no tienen factores (distintos de uno)
comunes.

Polinomio numerador. En una funcién racional, es el polinomio numerador (dividendo).
Polinomio denominador. En una funcidn racional, es el polinomio denominador (divisor).
Cero. Numero (valor) asociado a la variable independiente se anula la funcién.

Ordenada al origen. La imagen de x =0 bajo f, es decir, el nimero f( x, ).

Multiplicidad. Numero de veces que se repite un cero de una funcion polinomial.

Indeterminacién. Cuando la regla de correspondencia no esta definida en un numero especifico,

. 0 x
expresiones de las formas 0 y o

Linea recta vertical. Linea recta en el plano cartesiano con ecuacién x=a.

Linea recta horizontal. Linea recta en el plano cartesiano con ecuacion y=b.
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Asintota horizontal. Linea recta de ecuacion y =y, a la que se “aproxima” la curva asociada a

una funciéon cuando se asignan a la variable independiente “nimeros muy grandes” ya sean
positivos 0 negativos

Asintota vertical. Linea recta de ecuacion x =x, a la que se “aproxima” la curva asociada a una
funcién cuando se asignan a la variable independiente x “nimeros muy proximos” al numero x,
que no pertenece dominio de la funcién.

Hueco o discontinuidad removible. Cuando una funcién no esta definida en un nimero x, (o estéa
definida de forma especia) de su dominio, y alrededor de x,, f ( x ) se aproxima al nimero L.

Radical. Potencia fraccionaria que afecta a una expresion algebraica.
Radicando. Base de una potencia fraccionaria.
Parabola. Curva asociada a una funcién cuadratica.

Semi parabola. Seccidn de una parabola que contiene al vértice y se “abre” alrededor del eje de la
parabola.

Semi elipse. Curva asociada a una funcién cuadratica que cumple condiciones especificas.
Semi hipérbola. Curva asociada a una funcién cuadratica que cumple condiciones especificas.

Rama de una hipérbola. Una de las dos partes que componen a la hipérbola.

Valor maximo f (x, ). Cuando f(x, )> f(x ) paratodo nimero x alrededor de x,.

Valor minimo f ( x, ). Cuando f(x, )< f( x ) para todo niimero x alrededor de x, .
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SECCION 2.1 FUNCIONES RACIONALES

APRENDIZAJES

1. Explora situaciones que
se modelan con funciones
racionales.

2. Identifica los elementos
de unafuncién racional:
ceros, asintotas verticales
y huecos, dominio y rango
para graficarla.

3. Realiza graficas de fun-
ciones que tengan asintota
horizontal deferente al eje
de las equis, asintotas ver-
ticales, ceros, huecos, do-
minio y rango.

TEMATICA
1. Funciones de laf
p(x)
q(x)

Conp(x)yq(x
mios de coefici

les de grado me
ados.

F(x)=

2. Elementos de las fun-
ciones: dominio, rango,
asintotas verticales, pun-
tos de discontinuidad, ce-
ros de lafuncion.

3. Gréficade funciones
racionales con asintotas
verticales y horizontales.

4. Problemas de aplica-
cion.
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Parte de la importancia del estudio de las funciones racionales radica en que, la modelacion y
estudio de diversas situaciones de nuestro entorno conducen a su construccion. Las funciones
racionales se definen en términos de dos polinomios; una funcién racional puede interpretarse como
la divisién de dos polinomios en la misma variable (mismo indefinido).

DEFINICION 1 FUNCION RACIONAL

La funcion

p(x) a,x"+a, x"'+-+a,
r(X): = m m-1 ’
q(x) b, x™+b, X"+ +by

donde a,, ---,a,4, a,, by, ---,b,, ¥y b,,sonnumeros realesy

n
b, X™ +b,, X"t +---+bx+b, %0,

se denomina funcién racional en la variable x.

a. Si n<m (el grado del polinomio numerador es menor o igual que el grado del polinomio del

denominador) se denomina propia.

b. Si n>m (el grado del polinomio numerador es menor que el grado del polinomio denominador)

se denomina impropia.

EJEMPLO 1 FUNCIONES RACIONALES
a. Dos variables x y f cambian en relacion inversa significa que conforme una de ellas aumenta la

otra disminuye y viceversa, el modelo que representa tal situacion es f ( x )=— siempre que
X

k=0y x=0.
b. Una placa rectangular (de dimensiones variables tiene &rea A =10 metros cuadrados, su base y
su altura miden x y f metros respectivamente, por tanto 10 =x f . Si suponemos que la altura

depende de la base, entonces f ( x )= % siempre que x> 0. Vea la figura 1.

T - f
A

R CE
- .-
e e e e s s

0 X

FIGURA 1
c. Se desea construir una cisterna con forma de prisma rectangular y encierre un volumen de 20
unidades cubicas, su base debe ser cuadrada y cada lado tener longitud x (x>0) unidades, su

altura sera variable (se representa por h). Entonces V =20 =x”-h, la altura en funcion de la
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longitud de lado de la base es h( x )= i‘j La figura 2 muestra el comportamiento gréfico de la

funcion anterior.
h
A

X
FIGURA 2
d. En un contenedor cilindrico (circular recto) de volumen fijo, el radio y la altura se relacionan por
V =zr?h. Si el cilindro contiene un volumen de 30 unidades culbicas, entonces la altura del

cilindro en funcion del radio es
h(r ):3—()2,siempreque r>0.
Tr

S

>

-
ey O

N— \ /

FIGURA 3

El estudio de las funciones racionales se facilita cuando los polinomios que la componen se
encuentran factorizados, es decir, si esta escrita en la forma
r(x)= (x=ag; )= (X=agm )
(x—=bgy )+ (x=by, )

donde a,, -+, @y, , Son los ceros del polinomio numerador y b,,,

-+, by, son los ceros del

polinomio denominador.

EJEMPLO 2 FUNCIONES RACIONALES

i. La funcion r(x )= );_+21 es impropia y se encuentra factorizada.

ii. La funcion r(x )= X-2 = x=2 es propia y se encuentra factorizada.
X —4ax2+x-4 (x2+1)x-4)
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(x-1)x-3)

es propia y se encuentra factorizada.
(2x+1) x+5) x+1) bropia y . &

iii. La funcion r(x )=

Un segundo paso en la caracterizacion de una funcion racional es la determinacion de su
dominio, se construye separando de los numeros reales los ceros del polinomio denominador.

EJEMPLO 3 DOMINIO DE UNA FUNCION RACIONAL
i.Enr(x)= x—21 , €l unico cero del polinomio denominador es x =-1, luego

dom (r)=(-o, -1)u(-1, +).

ii.Enr ( X )= X-2 , el tnico cero del polinomio denominador es x =4, entonces
(x2+1Xx—4)
dom (r)=(-c0,4)u(4, +x)
ii. En r(x)= 8 8 , los ceros del polinomio denominador son x=-3y

T X2 48x+15 (x+3)x+5)
x=-5, entonces

dom (r)=(-o,-5)u(=5,-3)u(-3, +x).
iv.Enr(x)=—"—

2

5’ el polinomio denominador no tiene ceros, por tanto
X° +

dom (r)=(-o0, +).

ELEMENTOS EN UNA FUNCION RACIONAL r ()= 2((:)) PROPIA

Los siguientes elementos estan asociados con las funciones racionales.

i. Ceros: aquellos nimeros x, del dominio tales que r(x, )=0.
ii. Ordenada al origen: la imagen de x, =0 bajo r(x ), es decir, el niimero r(0).
iii. Asintota vertical: si alrededor del niimero x, (que no pertenece al dominio de r( x)):
Si x — x,, se cumple una de las condiciones
r(x)—+0o, r(x)—>-w00 r(x)—>+o.
iv. Asintota horizontal: Si x —+w 0 x—>—o0, entonces r(x )— y,.

La siguiente figura muestra los comportamientos antes descritos.
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ordenada
al origen asintota
horizontal
- e
>x

asintotas verticales

GRAFICA DE LA FUNCION RACIONAL r(x )= ;’((:)) PROPIA

p(x) .
q(x)

Para Trazar la curva que tiene asociada la funcion r(x )=

1. Factoriza los polinomios que la componen.
2. Calcula los ceros de la funcion. Son los ceros de p (x ) no comunes con los ceros de q ( x ).

3. Determina las asintotas verticales (discontinuidades esenciales):
i. Cero de g (x ) que no es comuin a los ceros de p ().

ii. Cero comtn en p (x)y q(x), en donde la multiplicidad del cero de g (x) es mayor la
multiplicidad del cero de p (x).

4. Identifica los huecos (discontinuidades esenciales) de la funcion racional r( x )=

i. Ceros comunes en p (x)y q (x), la multiplicidad del cero de p (x) es mayor o igual que la
multiplicidad del cero de q (x ).
5. Obtén la asintota horizontal.

Los términos dominantes (lider) de los polinomios de la funcion racional r(x )= g((:)) indican la

existencia (no existencia) de una asintota horizontal bajo el siguiente criterio.

Si en los polinomios p(x)y q(x) de r(x)= p(x)

a(x) "’
los términos dominantes (lider):
i. grado ( p )=grado (q ), entonces la asintota horizontal es la linea recta de ecuacion “cociente

de los términos dominantes”.
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ii. grado ( p )< grado ( q ), la asintota horizontal es el eje de las abscisas, es decir, y=0.
iii. grado ( p )>grado ( q ), la asintota puede ser una curva una linea recta oblicua u otro tipo de
curva.

EJEMPLO 4 BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION RACIONAL
8(x—4)
a.r(x)= .
) (xap(x-2)
Ceros: No existen (el numero 4 no pertenece al dominio de la funcién).
Dominio: Si omitimos los ceros del polinomio denominador x,, =2, 4 del conjunto de los numeros

reales obtenemos

dom (r)=(-o,2)u(2,4)u(4, +0).
Asintota vertical: Cero no comun del polinomio denominador x=2, por tanto, la Unica asintota
vertical tiene ecuacion x=2.
Huecos: Cero comun y de la misma multiplicidad x, =4 en ambos polinomios, se observa un hueco
en el punto

h(4,4)

Asintota horizontal: Es de mayor grado el término dominante del polinomio denominador que el
término dominante del polinomio numerador, por tanto, y=0.

Ordenada al origen: r(0)=—4.

yA y

>

3

x
1
N

5 o
>
e e e e e e e e e e e e e e e e -
1 -
x
1
N
X
1
-Jo
A e e e e e e e el e e e e e e e e
1 -
X

r(x): 2x+3 _ X+3 .

x2-x-6 (x+3)x-2)
Ceros: No existen (el numero — 3 no pertenece al dominio de la funcion).
Dominio: Eliminando los ceros del polinomio denominador x,, =-3, 2 del conjunto de los numeros
reales obtenemos

dom (r)=(-o,-3)u(-3,2)u(2, +o).

Asintota vertical: Cero no comun del polinomio denominador x =-2, por tanto, la Unica asintota
vertical tiene ecuacion x=-2.



60 UNIDAD 2 FUNCIONES RACIONALES Y FUNCIONES CON RADICALES

Huecos: Cero comun y de la misma multiplicidad x, =-3 en ambos polinomios, se observa un
hueco en el punto
(-a.-1)
5

Asintota horizontal: Es de mayor grado el término dominante del polinomio denominador que el
término dominante del polinomio numerador, por tanto, y=0.
Ordenada al origen: r(0)= 12 :

Ya

)

|

|

N i
f - = %

|

|

i

|

1
w
e e e e e e e e e e e e e e
o
x
w

¢ r(x)= x*+2x-8 _(x-2)x+4)

x3-16x  x(x—4)x+4)
Ceros: Unicamente x, = 2.

Dominio: Eliminando los ceros del polinomio denominador x,, =—4, 0, 4 del conjunto de los
nameros reales obtenemos dom (r )=(-c , -4 )u(=4,0)u(0, 4)u(4, +x).

Asintota vertical: Los ceros no comunes del polinomio denominador x=0 y x=4, como
consecuencia las asintotas verticales tienen ecuaciones x=0y x=4.

Huecos: Ceros comunes y de la misma multiplicidad x, =—4. El tnico hueco es h ( -4, - 1::’3 j :
Asintota horizontal: Tiene mayor grado el término dominante del polinomio denominador que el
término dominante del polinomio numerador, por tanto, la asintota horizontal tiene ecuacion y=0.

Ordenada al origen: No existe, r(0) esta indefinido.

Y* ? Y¢

} | | !

I ! I |

21 I 2] |

X=0 I I x=0 | |

| I l-»l :
_g, —2 O: 5 i >X '4 -2 Oi 2 ; >X
| X=4 | x=4

12 | 12 |
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(x)= 15x —15 _ 15(x-1)

x*+2x2 —Tx+4  (x-1)%(x+4)
Ceros: No existen (el unico cero del polinomio numerador tiene menor multiplicidad que el cero que
le es comuUn en el polinomio denominador).
Dominio: Eliminando los ceros del polinomio denominador x,, =—4, 1 del conjunto de los numeros
reales obtenemos dom (r)=(—-ow , -4 )u(-4,1)u(1, +o).
Asintotas verticales: Los ceros no comunes del polinomio denominador x=—4 y x=1, como
consecuencia las asintotas verticales tienen ecuaciones x=—4 y x=1.
Huecos: Cero comun x, =1, pero tiene mayor multiplicidad en el polinomio denominador, por tanto,

dr

no esta asociado con un hueco.
Asintota horizontal: Tiene mayor grado el término dominante del polinomio denominador que el
término dominante del polinomio numerador, por tanto, la asintota horizontal tiene ecuaciéon y=0.

Ordenada al origen: r(0)=— 145.
y y
t to
I I | [
| | I |
| I | [
I I | [
I I | [
il i
-4i 0 il > x 41 ol 1 > x
[
R 4 I [
| | | [
| I | [
| | ! :
i } v '
2x—6
e.r(x)= R

Ceros: De 3x—6=0 obtenemos el cero es x, =3.
Dominio: Eliminando los ceros del polinomio denominador x,, =2 del conjunto de los numeros
reales obtenemos dom (r)=(—-w , 2)u( 2, +w).
Asintotas verticales: El cero del polinomio denominador x,, =2 no es comun al cero del
polinomio numerador, entonces la Unica asintota vertical tiene ecuacion
X=2.

Huecos: No existen ceros comunes (en los polinomios numerador y denominador), la curva
asociada no tiene huecos.
Asintota horizontal: Tiene como ecuacidn el resultado de

y=2%_2

X

Ordenada al origen: r(0)=3.
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y y
A \ A t
5 Ix:2 5 ix:2
|
] y:2 | y:2
3 3 I
@————_:—_L———_r—_p e — ——— i —— jl_————r——p
|
' > ! /:
5 0 i 5 X g5 0 ! 5 X
I |
I |
I |
-5 | -5 |

_x*-5x+4  (x-4)x-1)

2x? —3x+1  (2x+1)x-1)°
Ceros: De x* —5x+4=(x—4 ) x—1)=0 obtenemos x=1y x=4. Solo x, =4 es un cero, la
otra solucién es comun a un cero del polinomio denominador.

fr(x)=

. - . . : 1 .
Dominio: Eliminando los ceros del polinomio denominador x,p == 1 del conjunto de los
. 1 1
nimeros reales obtenemos dom (r )=| — o , >Vl 50! U1, +0).
; . 1 . . . . ,
Asintotas verticales: El cero x,, = > del polinomio denominador no es comun con algun cero del

. . . , . . . 1
polinomio numerador, entonces la unica asintota vertical tiene ecuacion x = 5

Huecos: El cero x, =1 es comun y tiene la misma multiplicidad en ambos polinomios, por tanto, su
imagen no existe y se observa un hueco en el punto h(1,3).
Asintota horizontal: Tiene como ecuacién el resultado de

yoo X 1
2x2 2
Ordenada al origen:
r(0)=—4
™ Y as
| |
| |
3llo 3 -
I x=3 1\ x=:
| — I
| 5 ! 5
—————" = g S ee——— e ————
1| oI
_ 1
y=-3 | y:_zl‘ |
| |
40l -4
T I
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g. r(x)=—$.

X +4
Ceros: Puesto que 8x* +1=0, la funcidn no tiene ceros.
Dominio: El polinomio denominador no tiene ceros, por tanto,

dom (r):(—oo , +oo).

Asintotas verticales: No existen. El polinomio denominador no tiene ceros, no tiene asintotas
verticales.
Huecos: No existen.

, . . . 8x
Asintota horizontal: Tiene como ecuacion y=-—-=-8.

X
. 1
Ordenada al origen: r (0 )=—Z :

y

4
-5 5 >X

-5

y=-8

Ceros: De 10x =0, obtenemos que el tnico cero de la funcién es x=0.
Dominio: El polinomio denominador no tiene ceros, por tanto,
dom (r)=(-o, +o0).
Asintotas verticales: El polinomio denominador no tiene ceros, por tanto, no existen asintotas
verticales.
Huecos: No existen ceros con multiplicidades iguales, no presenta huecos.
Asintota horizontal: Dadas las potencias de los términos dominantes (lideres), tiene ecuacion
y=0.
Ordenada al origen: r(0)=0.
YA
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EJEMPLO 4 CONSTRUCCION DE FUNCIONES RACIONALES
Construye la funcién racional con las caracteristicas indicadas.
a. Asintota vertical x=-2. Asintota horizontal y=0. Hueco en el punto h(1,1). Ordenada al

origen r(0)=2.
La asintota vertical garantiza la existencia del factor x+2 en el denominador.

x-1

Elhueco h (1,1 ) indica que debe incluirse la indeterminacion como factor.

Las dos condiciones anteriores garantizan

(x-1)

r.previa(x): m

(01 1 o1
Puesto que I, (0)= (0-1(0+2)" 2" se cumpla la condicion r(0)=4 cuando
_ 8(x-1)  8x-8
r(X)_(x—l)(x+2)_x2+x—2'

b. Cerosen x=-2 y x = 2. Asintotas verticales x=-1y x=1. r(0)=4.

La condicion ceros en x=-2 y x =2, garantiza la existencia de los factores x+2 y x—2 en el
polinomio numerador.
La condicion asintotas verticales x=-1y x =1, asegura la existencia de los factores x+1y x-1
en el polinomio denominador.

, (x+2)x-2)
De lo anterior obtenemos re,i, (x)="~"=22 )

(x+1)x-1)

_(0+2)0-2)

_m=4 yr(0)=4 fprevia(x)=w concluimos

(x+1)x-1)

C(x+2)(x-2) x*-4
r(x)= (x+1)x-1) x2-1’

De r.previa ( 0 )

3. Inicialmente, un recipiente contiene 20 litros de agua y se le mezcla un kilogramo de sal.
Posteriormente se le agrega agua a un ritmo de 2 litros por minuto y simultaneamente se le agrega
sal a un ritmo de 0.2 kilogramo por minuto.

Solucion

Para construir la funcién que describe la concentracion de sal en el recipiente consideremos:
Cantidad de sal: aumenta en la forma S(t)=1+0.2t kilogramos.

Volumen del agua: aumenta en la forma A(t )= 20 + 2t litros.

La concentracion C (t) de sal es la proporcion de kilogramos de sal a litros de agua, entonces
20 + 2t
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4. Dos obreros trabajando juntos necesitan T dias para terminar cierta obra. Trabajando por
separado, uno de ellos requiere 5 dias mas que el otro para terminar la misma obra. Construye la
funcion que describe el nimero de dias necesarios para terminar la obra en términos del tiempo del
trabajador que tarda menos.

Solucién

Sea t el numero de dias que utiliza el trabajador que tarda menos en realizar la obra., entonces en

, , . 1
un dia habra realizado . de la obra.

Si el otro trabajador tarda 5 dias mas que el otro, entonces en un dia habra realizado t15 de la
+
obra.

Por otra parte, si los dos trabajadores tardan T horas en realizar la obra en un dia habrén hecho Tl

de la obra. Por tanto,

1 1 1
tte5 T

0 bien
t+5+t 2t

1
t(t+5) t(t+5) T
Rescribiendo como funcion

t2 + 5t
T(t)= .
() 2t+5

5. Dos o condensadores de capacidades x, y x, se encuentran en serie cuando cada uno de ellos
se coloca con el anterior a lo largo del hilo conductor de un circuito. Dos condensadores en serie

. - . . 1
pueden ser sustituidos por un unico condensador en el que el inverso de su capacidad c es la

suma de los inversos de sus capacidades, es decir,

11,1
C x X
Cl Cz C
——o—{}— o— —
A B D A D

Supdn que uno de los condensadores tiene capacidad variable (capacidad variable x)y el otro tiene
capacidad de 2 unidades. Construye la funcién que describe la capacidad C (capacitor
equivalente) como funcion de la capacidad del capacitor variable.

Solucion

El condensador que los sustituye tendra capacidad variable c( x ) dada por
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1 1.1
Cc(x) x
Consecuentemente
1 :£+£=X+20bienc( )=2—X
C(x) x 2 X X+2

6. Se desea construir un envase cilindrico que encierre un volumen de un litro (mil centimetros
cubicos). Construye una funcién que describa el area de su superficie (cantidad de material
requerido) en funcion del radio x del cilindro.

Solucién

Revisemos la descomposicidn del cilindro en superficies.

2nx

h h h
X

" Py CS

Cada base tiene area = x*. La superficie lateral del cilindro es un rectangulo con dimensiones 2z x

por h.La suma de las areas de las partes es
A=27xx?+2xxh.

El &rea depende de las variables x y h, sin embargo, se encuentran ligadas por el volumen
V =7 x? h=1000

en la forma

~ 1000

X2

h

El area en términos del radio x se obtiene sustituyendo
hzg en A=2xzx? +27rxh=27r( x% +xh )
T X

Esto da

1000 _ 27 x* +2000

X° X

A=27X%+271X

Para indicar que el area depende de x escribimos

3
A( x ):m;m),siempreque x>0.
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/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1

1. BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION RACIONAL
Determina las caracteristicas y bosqueja la grafica de la funcién.

2
a.r(x)= 8(Xt3) :
(x+3)(x-2)
_ Xx+5 X+5
x2+4x-5 (x+5)x-1)
o x=4  x-4
2x2 +4x  2x(x+2)
10x
(x=2)x+4)
2x2 —6x+4 (2x—4 ) x-1)
) 2B
x2-5x+4  (x-4)x-1)
2
for(x)=- X —2x—3:_(x—3Xx+1).
2x2 +3x+1  (2x-1)x+1)

b. r(x)

c. r(x)

d. r(x)=

e. r(x

6x% +4
gl r ( X )_ m .
12x
h.r(x)=—".
(x) X% +9
2. CONSTRUCCION DE FUNCIONES RACIONALES
Construye la funcion racional con las caracteristicas indicadas.

67

a. Cero en x=2. Asintotas verticales x=-1y x=1. Asintota horizontal y=0. Ordenada al

origen
r(0)=2.

b. Sin ceros. Asintotas verticales x=3 y x=0 Asintota horizontal y=0.Ademas r(1)=6.
c. Sin ceros. Hueco en el punto h (0, 0 ). Asintota vertical x=3 Asintota horizontal y = 4.
d. Cerosen x=2y x=4. Asintotas verticales x=0 y x=1 Asintota horizontal y =1.

3. APLICACION
Dos resistores
Rl y R2

se encuentran en paralelo si sus extremos estan unidos a una fuente de voltaje comun.
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R:
AN
R
e — —AAAA—e
A B A B
—AAMAN—
R,

Dos resistores en paralelo pueden ser sustituidas por un unico resistor en la que el inverso de su
. .1 . . . .
resistencia R es la suma es la suma de los inversos de sus resistencias, es decir,

1 1 1

—=—4+—"
R R R,
Determina la funcion que describa la resistencia total del resistor equivalente como funcion de la
resistencia x del resistor R, cuando

R, =4.




SECCION 2.2 FUNCIONES CON RADICALES

APRENDIZAJES

5. Explora problemas sen-
cillos que se modelan con
funciones con radicales.

6. Identifica los elementos
de lafuncién:

dominio, rango, ceros y
traza su grafica.

7. Resuel
aplicacio

problemas de

TEMATICA
5. Funciones de

cona, by cnum
ales
Elementos de |
ciones: dominio,Tango,
ceros de lafuncion.

6. Gréfica de funciones
con radicales.

7. Problemas de aplica-
cion.
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FUNCIONES CON RADICALES COMO MODELOS

En el estudio de situaciones relacionadas con la variacion de las dimensiones de ciertos
cuerpos geomeétricos (estructuras arquitectonicas, instrumentos mecanicos, etcétera) suelen ser
necesarios modelos que incluyen funciones con regla de correspondencia de la forma

f (x)=+/ax? +bx+c . El gfemplo 1 incluye algunas de estas situaciones.

EJEMPLO 1 FIGURAS GEOMETRICAS
a. Los pasteles de forma cilindrica (concretamente de cilindro truncado), tienen bases circulares y el

area de cada una de ellas es A= zr?, bajo la condicion r > 0. Para expresar el radio r de una de
las bases en funcion del &rea A despejamos r y obtenemos

A s . A y
r= +\F , 0 con la notacion de funcion r (A )= \F , siempre que A >0, vea la figura 1.a.
T T
b. Las canicas tienen forma esférica. Puesto que el area de una esfera se calcula con la “formula”

A=4zr? con r >0, entonces r = o asi el radio de una canica en funciéon de su area esta
T

dado por la funcion
r(A)= 4A , siempre que A >0, vea la figura 1.b.
T

c. El radio r de un sector circular (con el que se pueden modelar fracciones de alimentos circulares,
fracciones de materiales circulares, etc.) en funcion del area A del sector se obtiene a partir de

A= ;rze (el angulo & esta medido en radianes), entonces r = \/? , es decir,

r(A)= Z—A,si¢9>0,vealaﬁgura 1.c.
0

d. El teorema de Pitagoras afirma: En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos y viceversa, si la suma de cuadrados de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa, entonces el triangulo es rectangulo. En el triangulo rectangulo de

la figura 1.d. el cateto a tiene longitud constante, entonces h( x )=-/a’+x?, siempre que x > 0.

@404

a. Base circular b. Esfera c. Sector circular  d. Triangulo rectangulo
FIGURA 1



http://es.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A1ngulo_rect%C3%A1ngulo
http://es.wikipedia.org/wiki/Hipotenusa
http://es.wikipedia.org/wiki/Cateto
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ELEMENTOS Y TRAZO DE GRAFICAS DE FUNCIONES CON
RADICALES

A continuacion, presentamos un estudio integral de la funcion con regla de correspondencia
f (x)=+/ax* +bx+c (con a=0 ylo b=0) con base en el nimero de ceros del polinomio

cuadratico p (x)=ax? +bx+c.

RADICANDO EN f (x)=+/bx+c LINEAL

Si para simplificar el estudio de la funcion con regla de correspondencia f (x)=-/bx+c la

rescribimos como y = -/ox+c teniendo en cuenta y=f (x).

Entonces y? =bx+c, obien (y-0) = b( x+% j , por tanto, la curva asociada a esta funcién es

una semi parabola con vértice en el punto V ( —g , 0 j y su apertura (horizontal) depende del

signo del nimero b.

EJEMPLO 2 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADAA f (x)=-/bx+c

a.En f (x)=+/—3x+9 los ceros son las soluciones de la ecuacion, —3x+9=0, es decir x, =3.
El cero x, =3 genera en la linea recta real los intervalos:
X, = 2. Los ceros “generan” los intervalos (coinciden en el cero):
(—0,3]y[3,+x).
De cada uno de los intervalos anteriores seleccionamos un niimero de prueba ( x,) y calculamos su

imagen bajo la funcion.
En (-, 3] sea x, =0, entonces f (0)=+-3(0)" +9=3.
En[3,+w), sea x, =4, entonces f (0)=1/-3(4)* +9=1/-39 (no existe), esto garantiza

que sobre el intervalo [ 3, + o ) la regla de correspondencia f (x )=-/—3x+9 no esta definida.
La tabla sistematiza la informacion anterior.

INTERVALO | NUMEROS DE PRUEBA | IMAGEN f (x, ) SE CONSIDERA
(-, 3] X, =0 f(0)=3 Si.
[3,+) xp=§ f(4)=-/-39 No.

La funcién tiene dominio dom ( f )=(-c , 3].
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La ordenada al origenes f (0)=3.

Su representacion en el plano (grafica) es la semi parabola de la figura:
y

~1
™,

0 3 X
FIGURA 2

Nota que su recorrido (rango o conjunto imagen) es el conjunto rec (f )=[0, + ).

. . . 1
b.En f (x )= J4x + 2 los ceros son las soluciones de la ecuacion, 4x+2=0, es decir x, = —5

INTERVALO NUMEROS DE PRUEBA IMAGEN f (Xp ) SE CONSIDERA
1
(—oo,—z} X, =-1 f(1)=2 No.
1 o .
- X, = f(0)=42 Si.
i. La funcion tiene dominio Ya
dom ( f ){ 1 +ooj.
2 2
ii. La ordenada al origenes f (0)=-/2.
iii. Su representacién en el plano cartesiano
(grafica) es la semi parabola de la figura: >
iv. En donde podemos observar que su 20 X
recorrido (rango o conjunto imagen) es el FIGURA 3
conjunto rec (f )=[0, +o0 ).
b.Elcerode f (x)=-/-~2x—6 eslasolucion de —2x—-6=0, es decir x, =-3.
INTERVALO NUMEROS DE PRUEBA IMAGEN f (x, ) SE CONSIDERA
(—oo,—3] X, =—4 f(1)=-/2 Si.
[_3,4_00) Xp=0 f(O)Z\R No.

i. La funcion tiene dominio dom ( f )=(-o , —3].
ii. Dado que f (0)=-/~6 no existe, la ordenada al origen no existe.
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iii. Su representacion en el plano cartesiano (grafica) es la semi parabola de la figura:
y
A

.3 o[> x

FIGURA 4

iv. Su recorrido (rango o conjunto imagen) es el conjuntorec ( f )=[0, + ).

RADICANDO CUADRATICO EN f (x)=+/ax?® +bx+c
En el estudio de funciones con reglas de correspondencia equivalentes (algebraicamente a
f (x)=+/ax* +bx+c con a=0) son cuadricas, es decir, curvas de las formas mostradas en las

figuras.
y y y

| / A A
= > = > - >,
semi hipérbola semi elipse rama de hipérbola
a A N
0 > 5 > = >
semi elipse semi circunferencia valor absoluto
FIGURA 5

El analisis grafico de la funcion f (x )=-/ax? +bx+c se facilita si se toma en cuenta el nimero de

ceros del polinomio radicando, el polinomio p (x )= ax® +bx+c.

PRIMER CASO (DOS CEROS DISTINTOS)

Si f (x)=+/ax® +bx+c puede rescribirse en la forma f (x)=./a(x—xp N x—xo, ), entonces
los ceros son los numeros X,; y X,, , que dividen a la linea recta real tres en subintervalos;
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supongamos que son (—o , Xy, |, [ X1 + Xo2 ] ¥ [ Xe2 + +00 ). Seleccionando un nimero x, de

prueba de cada uno los intervalos y evaluando en la regla de correspondencia podremos concluir si
el intervalo (al que pertenece el numero x,,) forma (o no forma parte del dominio de la funcién y

como consecuencia si la curva asociada tiene la forma de: semi hipérbola, semi elipse o semi
circunferencia.

EJEMPLO 3 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADAA f (x)=+/ax? +bx+c CON DOS CEROS

a. f (x)=+/x*=3x+2 puede rescribirse como f (x)=.[(x-2)x-1), sus ceros son los

numeros X, =1y X,, =2Y “generan” los intervalos:

(o, 1], [1,2]y[2,+x).
De cada uno de los intervalos anteriores seleccionamos un niimero de prueba ( x,) y calculamos su

imagen bajo la funcidn.
En (-, 1] sea x, =0, entonces f (0)=-/(0) -3(0)+2=1/2.

2
En[1, 2], sea X, =§,entonces f (3J=J(3j —3(3j+2= —l.
2 2 2 2 o4
En[2, +o),sea x, =4,entonces f (4)=./(4)-3(4)+2="/6.

Observa que en el intervalo [1, 2 ] las imagenes de los nimeros (que no son extremos) no existen,

por tal razon no pertenece al dominio de la funcion. La tabla sistematiza la informacién anterior.

INTERVALO NUMEROS DE PRUEBA IMAGEN f (Xp ) SE CONSIDERA
(-0, 1] X, =0 f(0)=+2 Si.
3 3 1
1,2 =2 Sle 2= _
: ] » =) 2) \/74 No
[2, +x) X, =4 f(4)=-/6 Si
i. La funcion tiene dominio N
dom ()= (o, 1]U[2, +o0 ). \
ii. Tiene ordenada al origen
f(0)=/(0)-3(0)+2=1/2.
iii. Su representacion en el plano (grafica) es la semi >
hipérbola de la figura: 0 1 2 X
iv. El recorrido (rango o conjunto imagen) es el FIGURA 6

conjunto rec (f )=[0, + o).
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b. f (x)=1/-2x? +4x+16 puede rescribirse como f (x)=./~2(x+2) x—4), por tanto, sus
ceros son los numeros X,, =—2 Y X,, =4 . Los ceros “generan” los intervalos:

INTERVALO | NUMEROS DE PRUEBA IMAGEN f (Xp ) SE CONSIDERA
(-0, -2] X, =—4 f(-4)=+/-32 No.
[-2,4] X, =0 f(0)=4 Si.
[4, +0) x, =5 f (5)=+/-14 No.
i. La funcion tiene dominio dom ( f )=[-2, 4]. y
ii. La ordenada al origenes f (0)=4. 4
iii. Su representacion en el plano (gréafica) es la
semi elipse:
iv. Un estudio meticuloso justifica que su recorrido
(rango o conjunto imagen) es el conjunto (intervalo) > >
-2 4
f)=0, 32 |.
rec(f) [ [} FIGURA 7

c. f (x)=+/-x*+4x+5 puede rescribirse como f (x)=./-(x+1)x-5), sus ceros son los
numeros Xo, =—1Y X,, =5. Los ceros “generan” los intervalos:

INTERVALO | NUMEROS DE PRUEBA IMAGEN f (Xp ) SE CONSIDERA
(-0, -1] X, =—2 f(-2)=-/-7 No.
[-1,5] X, =0 f(0)=-5 Si.

[5,+0) X, =6 f(6)=-/-7 No.

i. La funcion tiene dominio dom (f )=[-1,5]. Ya

ii. La ordenada al origenes f (0)=-/5. 3

iii. Su representacion en el plano (grafica) es la

semi circunferencia:

vi. Su recorrido (rango o conjunto imagen) es el >

conjunto (intervalo) rec ( f )=[0, 3]. 10 5 X

FIGURA 8
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SEGUNDO CASO (UN CERO DE MULTIPLICIDAD DOS)
f (x)=+/ax® +bx+c puede rescribirse en la forma f (x)=-/a(x—x, )* .

Si a <0, entonces

f (x)=+/ad +bx+c = fa(x-x, )

solo tiene como dominio al nimero x = x, y suimagenes f (X, )=1/a(x, —%, )’ =0.
Si a>0, entonces

f (x)=1/ax? +bx+c =/a(x—x, } =/a| x— X,

y su gréafico es un par de lineas semi rectas que coinciden en el punto inicial.

)

EJEMPLO 4 BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADAA f (x)=+/ax? +bx+c CON UN CERO

a. f(x)=+4x*-8x+4 puede rescribirse como f (x)=+/4(x-1)> =+2(x~1), por tanto,
tiene como unico cero al numero x, =1 (de multiplicidad 1). Ademas:

i. La funcion tiene por dominio al intervalo dom ( f )=IR. Ya

ii. La ordenada al origenes f (0)=2.

iii. Su representacion en el plano (gréafica) consiste en un
par de lineas semi rectas con extremo comun en el
numero en x, =1. Su gréfico se presenta a continuacion:
iv. Nota que su recorrido (rango o conjunto imagen) es el
conjunto (intervalo) 0 1

rec (f)=[0, +w). FIGURA 9

> x

b. f (x)=+/-3x*-6x-3 equivale a f (x)=+/-3(x+1), por tanto, tiene como Unico cero al
numero X, =-1 (de multiplicidad 1). Ademas:

i. La funcion tiene por dominio al conjunto dom ( f )={-1}.

ii. No tiene ordenada al origen, el niumero f (0)=-/-3 no existe.

iii. Su representacion en el plano (grafica) consiste en un anico punto, éstees p (-1, 0 ).

2
c. f (x)=1/4x* —4x+1 puede rescribirse como f (x)=\ (xz—x+i]= (x—é} 0 bien

1

f (x):J_rZ(X—;j, por tanto, tiene como Unico cero al nimero x, =5 (de multiplicidad 1).

Ademas:
i. La funcion tiene por dominio al intervalo dom ( f )=IR.

ii. La ordenada al origen es f (0)=1.
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iii. Su representacion en el plano cartesiano (grafica) consiste en un par de lineas semi rectas con
extremo comun en el numero en x, =1. Su gréfico se presenta a continuacion

’A

\

0 1 1 X
FIGURA 10

iv. Nota que su recorrido (rango o conjunto imagen) es el conjunto (intervalo) rec ( f )=[0, + ).

TERCER CASO (NO TIENE CEROS)

En este caso, f (x)=+/ax? +bx+c tiene como grafica la rama de una hipérbola o no es funcion.

EJEMPLO 5BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADAA f (x)=+/ax? +bx+c SIN CEROS

a. f (x)=~/x?+4x+5 puede rescribirse como

£ (x)=/x? +4x+5="/x2 +ax+4+1=)(x+2 ) +1,
(completando un trinomio cuadrado en el polinomio radicando), la funcién alcanza su valor minimo
en x,=—2,éstees f (—2)=1/(-2)* +4(-2)+5=1.
i. La funcién tiene por dominio al intervalo Y A /

dom ( f )=1IR.

5
ii. La ordenada al origen es f (0)=-/5. 5
iii. Su representacion en el plano cartesiano 1
(grafica) es la rama positiva de hipérbola,

iv. EL recorrido (rango o conjunto imagen) es el >
conjunto (intervalo) rec (f )=[1, + o). 2 0

FIGURA 11
b. f (x)=1/2x2 —12x+22 puede rescribirse como
f(x)=+/2x? —12x+22 = [2( X —6x+9 )+ 4= [2(x-3)* +4,
(completando un trinomio cuadrado en el polinomio radicando), la funcién alcanza su valor minimo
en x, =3, éstees f (3)=1/2(3) —12(3)+22=2.
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i. La funcion tiene por dominio al intervalo y
dom ( f )=IR.Laordenada al origenes f (0)=+/22.

ii. Su representacion en el plano cartesiano (grafica)
consiste en la rama de una hipérbola iii. Su grafico se
presenta a a la derecha. 2
iv. El recorrido (rango o conjunto imagen) es el conjunto
(intervalo) rec (f )=[2, +).

0 3 > x

FIGURA 12
c. f (x)=1/-x*—3 puede rescribirse como f (x)=+/-x2-3=./-(x*+3),
en donde se observa que el radicando tiene signo negativo para toda asignacion a la variable x, por
tanto, tal “regla de correspondencia” no corresponde a una funcion.

EJEMPLO 6 CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE LAFORMA f (x)=+/ax? +bx+c

Construye una funcion de la forma f (x )=-/ax? +bx+c con las caracteristicas sefialadas.
a. Ceros Xy, =—2 Y X, =3, ordenada al origen f (0)=6.
Los ceros x, =—2 Y X, =3 generan los factores (x+2) y (x—3), por tanto, la regla de

correspondencia es de la forma f (x )=./A(x+2)x-3).
La condicion f (0)=6 implica 6=./A(0+2)0-3)=+/-6A, de donde 36=-6A 0 A=-6.
Portanto, f (x)=./~6(x+2)x-3) obien f (x)=1/-6x?+6x+36, el dominio es
dom (f)=[-2, 3].
b. Ceros x, =2 de multiplicidad dos y ordenada al origen f (0)=4.
Ya que el cero x, =2 tiene multiplicidad dos, la regla de correspondencia presenta la forma

f(x)=+/A(x=2).
De f (0)=4y f (x)=+/A(x—2)* obtenemos 4=./A(4-2)* obien 16=4A. A=4.
Sustituyendo A=4en f (x)=+/A(x-2)* da f (x)=+/4(x-2)* obien

f (x)=+/4x?* —16x +16 , su dominio son todos los nimeros reales.
c. dom (f)=(-o0,2]U[4,+w) y f(0)=8. El dominio indica que los ceros son los

NUMEros Xy, =2 Y Xo, =4.

Los ceros X, =2 y Xy, =4 generana (x—2)y (x—4),entonces f (x)=./A(x-2)x-4).
La condicion f (0)=8implica 8=./A(0—2)0-4)=-/8A, de donde 64=8A 0 A=8.

Sustituyendo A=8 en f (x)=./A(x—2)x—4) ydesarrollando f (x)=-/8x* —8x—48.
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EJEMPLO 7 APLICACION
Sean los puntos p, (x,6) Yy p, (4,2) en el plano cartesiano. Construye la funcion que

describe la distancia entre ambos puntos en funcién de la coordenada x.
Solucion
La distancia entre dos puntos del plano cartesiano se calcula con la ecuacion

d =\/(X1—X2 )2 +(yl_yz )2 :

Sustituyendo obtenemos

d=/(x-4)+(6-2).
Desarrollando y utilizando la notacion de funciones

d (x)=1/x*—-8x talque dom (d )=(-o0,0]U[8, +o).

EJEMPLO 8 APLICACION
En un triangulo rectangulo la longitud de un cateto es dos unidades mayor que la longitud del otro
cateto. Construye la funcion que describe la longitud de la hipotenusa | en funcién de la longitud del
cateto menor.
Solucién

Por el teorema de Pitagoras

(%) =[x +(x+2) =[2x% +4x+4 tal
que dom (I)=(—o0 , +o ).

X+ 2

FIGURA 13

EJEMPLO 9 APLICACION

Un tridngulo rectangulo esta inscrito en una semi circunferencia de diametro de longitud 4 unidades.
Construye la funcién que describe la longitud de la altura h del tridngulo en funcién de la longitud de
la fraccion x de la base del triangulo.

Solucion

La siguiente figura describe la situacion. La altura es media proporcional de las
longitudes de los segmentos rectilineos en que
queda dividida la base del triangulo inscrito
(equivalentemente el diametro de la semi
X T x circunferencia), tenemos

FIGURA 14

h?> =x(4-x),obien h(x)=./x(4-x)=-/-x>+4x, con dom (h)=[0, 4].
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SECCION 2.2

EJERCICIOS 1

1. Obtén los elementos (ceros, dominio, ordenada al origen, recorrido) y bosqueja la grafica de la
funcion.

a. f(x)=-/-4-2x.
b. f (x)=-/4x-1. i f(x)=+x*-6x+9.

C.

2. Obtén la regla de correspondencia de la funcion de la forma f (x)=+/ax? +bx+c con las

siguientes caracteristicas.
a. Cero x, =1 de multiplicidad dos y ordenada al origen dos.

b. Ceros x,, =—4 y X, =2 . Maximo en el punto M (-1, 3).

3. En un rectangulo la longitud de la base es 4 unidades mayor que la altura. Construye la funcién
que describe la longitud de una diagonal | en funcion de la longitud de la altura.
4. Sean los puntos p, (2, y)y p, (3,6) en el plano cartesiano. Construye la funcion que

describe la distancia entre ambos puntos en funcion de la coordenada vy .

5. Un triangulo rectangulo esta inscrito en una semi circunferencia de diametro de longitud 4
unidades. Construye la funcién que describe su area en funcién de la longitud altura x en que queda
dividida su base.
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/ SECCION 2.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1

1.

a. Ceros: No.

dom (r)=(-o0, -3)u(-3,2)u(2, +x).
Asintota vertical: x=2.

Huecos: h(—s , —gj

Asintota horizontal: y=0.
Ordenada al origen: r(0)=—4.

b. Ceros: No tiene.
dom (r)=(-c, -5)u(-5,1)u(1l, +o).
Asintota vertical: x=1.

Huecos: h(—5 , —éj

Asintota horizontal: y=0.
Ordenada al origen: r (0 )=-1.

c. Ceros: x, =4.

dom (r)=(-c0, =2)u(-2,0)u(0, +).

Asintota vertical: x=0y x=-2.
Hueco: No.
Asintota horizontal: y=0.

Ordenada al origen: No existe.

d. Ceros: x=0.

dom (r)=(-c0, -4)u(-4,2)u( 2, +x).
Asintotas verticales: x=—4 y x=2.

Huecos: No.

Asintota horizontal: y=0.

Ordenada al origen: r(0)=0.

1
/b/z
e e e e e e e e e e e e e e

x

N

» x
X=2
yA ?
|
|
|
|
|
|
o i
-1 :
| Xx=-1
.
y
' A
|
1
:\} x=0
X=-2]
I
i g
|
1
|
|

_/

<
>

1_4'>

—ﬂ

e e e e s sl e e e e e e e

o e e e e e e e e e e e e
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Ya ,

e. Ceros: x,=2. I
dom (r)=(—o0,1)u(1,4)u(4, +o0). |
Asintota vertical: x=4. 1__y:ZI
I

2
Huecos: h [ 1, ) D | -
|
Asintota horizontal: y=2. . ; » x
Ordenada al origen: r(0)=1. ! j: 4
|
y
f. Ceros: x, =3. |
1 1 '
dom(r):(—w,—l)u(—l,—zju[ —2,+00J. I 3
x=-1 1
L |
Asintotas verticales: x=-=". :
| 3
Huecos: h(-1,-4). | y
Asintota horizontal: y = 1 «____T- __t: ______ -
. y = 2 . I y — _El
Ordenada al origen: r(0)=3. I
|
|
[
|
g. Ceros: Ninguno. Ya

Ordenada al origen: r(0)=1 .

dom (r)=(-o, +o0). <
Asintotas verticales: No. \/
Huecos: No.
Asintota horizontal: y=6.
1
0
h. Ceros: x=0. y
dom (r)=(-o, +). 4

Asintotas verticales: no existen.

Huecos: No existen. >
Asintota horizontal: y=0. 0 X
Ordenada al origen: r(0)=0 .

2.a. r(x)= b r(x)=- c. r(x)=-

83
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~(x-2)x-4) x*-6x+8 22X
d r(x)= (1) = xex .3.R(x)_m.
/ SECCION 2.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1
1. a.
Ceros: x=-2. Ya

Ordenada al origen f (0), no existe. 3
dom (f ):(—oo , —2].
rec (f)=[0, +).

-2 0 >X
b. Ceros: x=£. g
4 5
Ordenada al origen f (0), no existe.
1
dom(f)z[ 4,+oo}.
rec (f)=[0, +). JE - >
c. Ceros: x=—-6. Y A
Ordenada al origen f (0)=+/3. I
dom (f)=[ -6, +).
rec (f)=[0, +). >
-6 0 X
d. Ceros: x=-3, 3. VA
Ordenada al origen f (0), no existe.
dom (f)=(-o0, -3]U[3, +x).
rec (f)=[0, +).
-3 0 3 >
e. Ceros: x=-1, 8. Ya
Ordenada al origen f (0), no existe.
dom (f )=(—oo , —1]u[ 8, +oo).
rec (f)=[0,+o).
1 3 > x




f. Ceros: x=-2, —-1.
Ordenada al origen f (0), no existe.
dom (f)=[-2, -1].

rec(f){o,f]
)

Maximo en —§,—.
2 2

g. Ceros: x=—4, 4.
Ordenada al origen f (0)=4.
dom (f)=[-4,4].

rec (f)=[0, 4].
Maximoen (0, 4).

h. Ceros: x=1 1.

Ordenada al origen f (0) no existe.
dom (f)=[1, 3].

rec ( f )=[0 , xﬁ].

Maximo en (2 : ﬁ)

i.

Ceros: x=3.

Ordenada al origen f (0)=3.

dom ( f )=1IR.

rec (f)=[0,+x).

j- No es una funcion.

k. Ceros: No tiene.
Ordenada al origen f (0)=2.

dom (f )=IR.
rec (f)=[2,+w).
Minimoen (0, 2).

I. No es una funcion.
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Y A
/‘\ >
-2 -1 0 X
-4 0 4 >X
y
o] 1 3 > X
YA
W
0 3 > X
\yA
2
0 >X
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m. f (x)=+/4x*+2. ‘A
Ceros: No tiene.
Ordenada al origen f (0)=-/2.

dom ( f )=1IR.
rec(f):[ﬁ,Jroo).
>

Maximo en (O,xﬁ). 0 X

1 y
n. Ceros: x=". A

2
Ordenada al origen f (0)=;. 1
dom ( f )=1IR. >
rec (f)=[0,+x). 0 1 X

fi. Es equivalente al punto (-3, 0).

2. a. f(x)=/4x*-8x+4 . b. f(x)=-/-x*-2x+8. 3. 1(x)=+/2x* +8x+16 tal que
dom (1)=(—-o0, +0).4. d (x)=1/x? —12x+37 talque dom (d )=(-o0 , +o ).
5. A(x)=2./—x?+4x,con dom (h)=[0, 4].
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[ UNIDAD 2 EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE
1. En una funcion racional impropia el grado del es

menor que el grado del polinomio numerador.

2. Un hueco en la curva asociada a una funcion racional se caracteriza porque los polinomios
numerador y denominador tienen un cero comun, pero

del cero del polinomio numerador es mayor que la multiplicidad del polinomio denominador.

3. Si una funcién racional crece (decrece o crece y decrece) indefinidamente alrededor del nimero
X=X, Qque no pertenece a su domino decimos que su comportamiento es

alrededor de ese numero.

4. En una funcion racional cociente de los términos dominantes determina si la funcién tiene una

5. El dominio de wuna funcibn racional no incluye a aquellos numeros que
al polinomio denominador.

6. Si en una funcion racional existe un cero x = x, comun en los polinomios que la componen, pero

en el polinomio denominador tiene mayor multiplicidad, entonces la curva asociada a la funcion
racional presenta un alrededor de x=x, .

7. La forma de la curva asociada a la funcion f (x)=-/ax+b es de una
con eje focal vertical,

8. Si la funcion f (x)=-/ax’ +bx+c tiene dos ceros distintos y a>0, entonces su curva
asociada es una

9. Si la funcion f (x)=-/ax? +bx+c y esta bien

definida, entonces su curva asociada es la rama de una HIPERBOLA.
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10. Si la funcion f (x)=+/ax? +bx+c y a>0, entonces
su curva asociada esta constituida por un par de lineas semi rectas con el punto inicial comun.

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES

1. Obtén las caracteristicas y traza la gréfica de la funcion f (x )= 2( X(_ 4 )g ))(2_ 2) .
X —
. . e g 4x% —4x
2. Obtén las caracteristicas y traza la grafica de la funcion f (x )= :
x(x+1) x-3)

3. Obtén las caracteristicas y traza la grafica de la funcion f (x )=+/4x* +4x+8.
4. Obtén las caracteristicas y traza la grafica de la funcion f (x )=+/—2x* +4x+30.

CONSTRUCCIONES

1. Construye una funcion de la forma f (x )= g):: b

con las caracteristicas sefialadas.

Cero x, = —2 . Asintota vertical x, = -2 . Asintota horizontal y =2.

iy ax+b i "
2. Construye una funcion de laforma f (x)=— con las caracteristicas sefialadas.
cx” +dx” +ex+ f

Hueco [ 2, - ij . Asintotas verticales x=0 y x =4 . Asintota horizontal y =0.

3. Un envase tiene forma de prisma recto con base cuadrada y su capacidad es una unidad.
Construye una funcion que describa la altura h del prisma en funcién de la longitud de lado de la

base.

4. Construye una funcion de la forma f (x )=+/ax® +bx+c con las caracteristicas sefialadas.
Ceros Xy, =1y xo, =3 ymaximo M (1, 2).
5. Una caja tiene forma de prisma rectangular. La altura es fija y mide 4 unidades. El largo de la caja

es dos unidades mayor que el ancho.
Construye la funcion que describe la longitud de la diagonal d en funcién de la longitud del ancho x.
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[ UNIDAD 2 SOLUCION AL EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE

1. POLINOMIO DENOMINADOR. 2. LA MULTIPLICIDAD. 3. ASINTOTICO. 4. ASINTOTA
VERTICAL. 5. ANULAN. 6. COMPORTAMIENTO DE ASINTOTA VERTICAL. 7. SEMI PARABOLA.
8. SEMI HIPERBOLA. 9. HIPERBOLA. 10. SOLO TIENE UN CERO.

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES
1.

Ceros: x=4.

Ordenada al origen f (0)=4.

dom (r)=(-,2)u(2,+xo).

Asintota horizontal y =2.

Asintotas verticales x=2.

2. Ceros: x=1.
Ordenada al origen f (0)=g.
dom (r)=(-c0, -1)u(-1,3)u( 3, +x).

Asintota horizontal y=0.
Asintotas verticales x=-1y x=3.

3.Ceros: x=-2, ;
Ordenada al origen f (0), no existe.
dom (£ )=( oo, —Z]U{ L +ooj,

rec (f)=[0,+o).

yA 1
1)
| X =2
A
| §— v=2
————t——g—————— >
! >
0 I 4 X
|
AyA A
| |
| |
| |
x=-1 1] |
|_.= 4 I
10 1\ | > x
I I X=3
o\
| |
YA
\ |
-2 X

o
N |
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4. Ceros; x=-5, 3.

Ordenada al origen f (0)=-/30.
dom (f)=[-5,3].

rec(f):{o ,x@]

CONSTRUCCIONES

2X+3
1. f =
(X) X+ 2
X—2 X—2
2.f = =
(x) X(x=2)x-4) x°-6x2+8x

1-2x2
3.h(x)= o

4. f (x)=+/—x*+4x+3.
5.d (x)=+/2x* +2x+17, siempre que 0<x<2.




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

El alumno utilizara las funcio-
nes exponencial y logaritmica
para representar formas de va-
riacion de fendmenos de la na-
turaleza, que éstas permitan
modelar: Retomara los concep-
tos de dominio y rango, asi co-
mo el analisis de las relaciones

FUNCIONES enter los parametros de estas
EXPONENCIALES funciones y su grafica.
Y LOGARITICAS '

CONTENIDO
SECCION 3.1 Funciones y elementos
SECCION 3.2 Funciones polinomiales
SECCION 3.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS

CLAVE

Potencia. En la expresion b" el superindice n indica el numero de veces que ha de multiplicarse

por si mismo b.

Base. En la expresidn b", b representa la expresion o numero que debe multiplicarse por si mismo
n Veces.

Base natural o numero de Euler. Se representa por e, es la base de la funcién: exponencial
natural y de la funcién logaritmo natural. e es un nimero irracional y es uno de los nimeros
trascendentes en matematicas. Tiene un valor préximo a e =2,71828 .

Funcion creciente. Cuando a medida que crece el valor de la variable independiente crece el valor
de la funcion (variable dependiente). Formalmente, x, < x,, entonces f ( x, )< f ( x, ), para todo
par de numeros X, y X,.

Funcion decreciente. Si al aumentar el valor de la variable independiente disminuye el valor

de la funcion (variable dependiente). Formalmente, x, < x,, entonces f ( x, )> f ( x, ), para
todo par de nimeros x, y x,.

Funcion invertible.

Si la funcién f transforma valores x en valores y segunla regla y= f (x ) su funcion

inversa f ! realiza el camino inverso, “transformando o reconvirtiendo" los valores y en
valores x.

Funciones inversas relativas. Si para funcion f existe la funcion f * tal que

F(ft(x))=x=1t1(f(x)).
Potencia. Caso particular de un exponente. Superindice que indica el numero de veces que ha de
multiplicarse por si mismo la base.
Ordenada al origen. Es la ordenada del punto en el que una curva interseca al eje de las
ordenadas.
Tanto por ciento (porcentaje). Forma de expresar un numero como una fraccion de 100 (que

significa “de cada 100").
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Translacion horizontal. El hecho de sumar, algebraicamente, un nimero real a una funcion se
manifiesta en un desplazamiento de horizontal de la curva que tiene asociada.

numero de Euler.

Numero irracional. Un nimero irracional tiene la caracteristica de poder ser escrito como una
division de numeros enteros. Es cualquier numero real que no es racional, y su expresion decimal
no es exacta ni periodica.

Condicion inicial.

Si una situacion esta descrita por la funcion f (t ), elnimero f ( x, )=Y,.


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_racional
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SECCION 3.1 FUNCIONES EXPONENCIALES

APRENDIZAJES

1. Explora situaciones o
fendmenos que corres-
ponden a crecimiento o
decaimiento exponencial,
las relaciones o condicio-
nes existentes y analiza
las formas de variacion.

2. Identifica patrones de
cambio involucrados en el
crecimiento o decrecimien-
to de una funcion exponen-
cial y bosqueja su grafica.

3. Identifica el dominio y

el rango de la funcién ex-
ponencial y traza su gra-
fica.

4. Analiza la relacion entre
de funciones

ponenciales.

TEMATICA

1. Situaciones que involucran
crecimiento o decrecimiento
exponencial.

2. Estudio analiti

O<b<lya=0

3. Relacion entre los para-
metros de f(x)=ab con
su grafica.

4. Importancia de la funcién
f(x)=ab" y sus aplica-
ciones.

5. Problemas de aplicacion.
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Las funciones exponenciales son de gran utilidad en la modelacién de procesos que involucran
crecimiento (o decrecimiento) con el transcurso del tiempo, por ejemplo, en:
crecimiento de poblaciones, el cambio de la temperatura de objetos, decrecimiento (o decaimiento)
de materiales radiactivos, crecimiento de capitales, devaluacion del precio de un objeto, entre
muchas otras situaciones.

EJEMPLO 1 CONSTRUCCION DE MODELOS
a. Un objeto tiene precio inicial de 400,000 pesos y se devalla un 20% anualmente, entonces:
Inicialmente, p (0 )=4000,000 .

Al término del primer afio su precio es
p(1)=(1-0.2 )4000,000 =( 0.8 )4000,000 .
Al término del segundo afio su precio es
p(2)=(1-0.2 ) (0.8 )4000,000 |=( 0.8 )*4000,000 .
Al término del tercer afio su precio es

p(3)=(1-0.2 ){ (0.8 )?4000,000 }=(0.8 )? 4000,000,

Al término del cuarto afio su precioes p(4)=(1-0.2 )[( 0.8 )>4000,000 J= (0.8 )*4000,000.
Al término del afio x su precio es p( x )=(0.8 )*4000,000, siempre que x>0 .
b. Una poblacion tiene inicialmente p, individuos y aumenta el 8% anual, entonces:
Inicialmente, p (0 )= p, .
Al término del primer afio el nimero de individuos es p (1 )=(1.08 )p,
Al término del segundo el niimero de individuos es p (2 )=(1.08 ] (1.08 )p, |=(1.08 )’ p,.
Al término del tercer afio el nimero de individuos es p (3 )=(1.08 )[(1.08 Y po J=(1.08 ) po-
Al término del cuarto afio el nimero de individuos es p (4 )=(1.08 )[(1.08 ¥ po J=(1.08 ) p,.
Al término del afio x el nimero de individuos es

p(x)=(1.08)(1.08 ) p, |=(1.08 )* p,, para x>0.

¢. Un bloque de hielo con volumen de 2 metros cubicos se derrite el 15% por hora.
Si representamos el volumen del bloque por medio de la variable V (t ) en donde t representa el

tiempo transcurrido (en dias).
Inicialmente V (0 )=2.

Al término de la primera hora el volumen del bloque es V (1)=(1-0.15 Y 2 )=(0.85 (2 ).

Al término de la segura hora V (2 )=(1-0.15 ) 0.85 ) 2 )=(0.85 )*(2).

Al término de la tercera hora V (3)=(1-0.15 ) 0.85 )*(2)=(0.85 )*(2).

Por consiguiente, al término de la hora t el volumen del bloque es
V(t)=(085)(2),sit>0.
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Los modelos p ( x )=( 0.8 )*4000,000, siempre que x>0, p( x )=(0.8 )*4000,000, para x>0
yV(1)=(1-0.15)2)=(0.85 ) 2 ) son casos particulares de funciones exponenciales.

DEFINICION 1 FUNCION EXPONENCIAL

La funcidn con regla de correspondencia

f(x)=b*con b>0, b=1,
recibe el nombre de funcién exponencial con base b en la variable x.
a.Si 0<b<1, entonces la funcion f(x )=b* se llama exponencial decreciente.

b. Si b>1, entonces la funcion f ( x )=b* se llama exponencial creciente.

La funcion exponencial con regla de correspondencia f ( x )=b*, tal que b>0, b =1, tiene
como dominio al conjunto
dom( f ):( — o0, +oo).
Puede verificarse que las “potencias que afectan variables” (por ejemplo, en f (x )=x") son

casos especiales de las funciones exponenciales, es decir, los exponentes resultan ser una
generalizacion de las potencias y como consecuencia, las propiedades de las potencias pueden
justificarse plenamente a partir de las propiedades de las funciones exponenciales.

PROPIEDAD 1 PROPIDADES DE LAS POTENCIAS (VALIDAS PARA LOS EXPONENTES

Sean a, b, m y n nimeros reales positivos,

a. b°=1.
b. b":i,obien b‘“:i.
b™" b"

c. b™b" =b™".
d. Si(ab) =a"".

EJEMPLO 2 FUNCIONES EXPONENCIALES CRECIENTES O DECRECIENTES
Revisemos las “funciones” y clasifiquémoslas como crecientes o decrecientes, determinemos su
dominio y su ordenada al origen.

a.Si g(x)=2%, entonces la b>1, por tanto, g ( x )=2" es creciente. También
g(0)=2°=1ydom(g)=( -, +).

b.Si f(x)=(1.01)", entonces b>1,luego f (x)=(1.01)" es creciente. También
f(0)=1.01°=1y dom( f )=( —c0, +0).
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c.Si f(x )=( 110 j , entonces la base 0<b <1, por tanto, es decreciente, ademas

10
d.En m(x)=(0.25)", 0<b<1, por tanto, es decreciente. También
m(0)=(025)" =1y dom(m)=( -0, +o0).

f(x):(1J0=1ydom(f)=(—oo,+oo).

X

e.En m(x ):[—Sj , b<0, por tanto, m( x )=( —sj ino es una funcion exponencial!

En ocasiones el analisis de una funcién exponencial se facilita considerando:
“toda funcién exponencial puede ser rescrita de manera que la variable independiente no esté
precedida por un signo negativo, y toda funcién exponencial con base fraccionaria puede ser rescrita

de forma que su base sea un niimero entero positivo, f (x )=b™ < f ( x )=( 1) .

EJEMPLO 3 EQUIVALENCIA f (x )=b™ < f (x)=( U
a. f(x)=(1loj es equivalentea f (x )=107".
b. Si f(x)=(;j ,entonces, f (x)=7".

jx.

c. f(x)=3"equivalea f (x):(

w| k-

d. Siequivale a f (x)=(1j :

El factor a en la funcion f (x )=a-b* con b>0, b=1, indica el “desplazamiento horizontal”
de la curva asociada a f,( x )=b*, es decir, puede justificarse (se requieren conocimientos a otro
nivel) la equivalencia

f(x)=a-b*< f(x)=b"c,
en donde C representa un numero real (no siempre es facil determinar).

EJEMPLO 4 EQUIVALENCIA f (x)=a-b* < f (x)=b**°

a.Si f(x )=%3X,entonces f(x )=3133X =333 =33,
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b.Si f (x)=16-4*,entonces f (x )=42-4* =42,

c.Si f(x )=%2X, entonces f ( x )=2142X =2742% = 2",

d.Si f(x)=125-5"* entonces f (x )=5°-5"* =543 =5,

El proceso inverso al anterior también es de utilidad, f (x )=a-b* < f (x )=b*° .

EJEMPLO 5 EQUIVALENCIA f (x )=b*C & f (x )=a-b".
a.De f (x)=3"2,tenemos f (x )=373" =3123X =;3X.
b.Si f(x)=2""* entonces f (x)=2%2""*=2%2"=16-2".
c. f (x)=5"", puede rescribirse f (x )=575" =;5X.

d.Si f(x)=3" entonces f (x)=3-3.

La funcion exponencial de mayor utilidad en situaciones proximas a la realidad tiene como base
el numero de Euler e, su valor puede aproximarse utilizando distintos métodos, por ejemplo, con la

funcion
f(x ):( x+1j

X
y asignando a la variable independiente x numeros cada vez mayores, es decir,

1 X
lim ( X+ = j =e,
X—>+00 X
sin embargo, no es nuestro propdsito dar méas detalles sobre este nimero y sélo diremos que

e~ 2.71828... (verificalo).
es un numero irracional y que ha habido quienes han calculado miles de sus cifras.

/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 1

EJERCICIOS MODELACION Y PROPIEDADES

1. Determina un modelo exponencial que describa la situacién en funcién del tiempo.

a. La masa de un tumor maligno es inicialmente 40 gramos, suponga que aumenta el 20%
mensualmente.
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b. La temperatura de una persona recién asesinada era 35 grados centigrados y disminuye a una
razon de 5% cada hora.

c. El costo de un combustible es 22 pesos por litro, y sufre un incremento de 2% mensual.

d. Inicialmente hay p personas infectadas con cierto virus. El nimero de infectados se triplica
semanalmente.

e. Cierta persona ha consumido 10 miligramos de droga. Elimina, por medio de la orina, el 25% de
ella.

f. Una persona olvida el 10% del contenido de un curso mensualmente.

g. Una poblacion de conejos se duplica mensualmente. Inicialmente hay M, conejos.

h. La memoria M, de un ciudadano se incrementa el medio por ciento mensualmente.

2. Rescribe enlaforma f ( x )=a-b**°.

f(x)=32[;jx.

o

o
—y
—~
x
~
Il
-
—_
N
~
ES

o)
2]

.Rescribaenlaforma f(x )=a-b*.

BE

(4)
2y,

_ (3}

=h

w

f

o

X

L flx

(x)=
b. f(x)
c. f(x)
(x)

d. f(x

PROPIEDADES GRAFICAS DE LA FUNCION £ (x)=a-b* cOn b>0, b=1.

En el estudio de las funciones exponenciales nos corresponde revisar las propiedades graficas.
1. Ordenada al origen o valor inicial. Si x=0 en f( x )=a-b*, obtenemos
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f(0)=a-b’=a.
2. Asintota horizontal. Si
X—>400 0 X —>—0

las imagenes de f( x )=a-b* suelen ser muy grandes o proximas a la linea recta horizontal de
ecuacion y =0 (eje de las abscisas).

EJEMPLO 6 GRAFICAS DE f ( x )=b* CON EXPONENCIALES CON b >1.
En el trazo de las funciones exponenciales tomamos como apoyo las tablas anexas, y el hecho de

que las funciones exponenciales son suaves y continuas.

a. f(x)=12.
X f(x)=12" Y A
i 0.694444 5
-1 0.833333
0 1 .
1 1.2 -
1.44 -5 0 5
b. f(x)=15"
X f(x)=15" N
_2 0.44444 5
-1 0.666667
0 1 .
15 >
2.25 > 0 5
c. f(x)=2"
X f(x)=2" N
P 0.25 >
-1 0.5
0 1 .
1 2
>
2 4 0 §

El patrén de comportamiento de las curvas asociadas a las funciones anteriores es:



UNIDAD 3.1 Funciones exponenciales 101

1. dom( f )=( -0, +0)yrec(f)=(0, +o0).
2. Ordenada al origen f (0 )=1.
3. Asintota horizontal, |a linea recta de ecuacion y =0.

4. Curvas asociadas crecientes, suaves y continuas.
5. Una curva crece con mayor rapidez cuando la base es mayor.

Comportamiento valido para todas las funciones exponenciales f ( x )=b*, siempre que b >1.

EJEMPLO 7 GRAFICAS DE f ( x )=b* CON EXPONENCIALES CON 0<b <1.
a. f (x)=0.8"

X f(x)=08" YA
) 1.5625 >
-1 1.25
0 1 .
1 0.8
0.64 5 0 c X
b. f(x)=05".
y
5 A
X f (x)=0.5"
-2
-1
0
1 0.5 1
0.25
0 5>
c. f(x)=02"
YA
X f(x)=0.2" 2
_2 25
-1 5
1
0 1
1 0.2
0.04
2 =) 5 » P X
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El patrdn de comportamiento de las curvas asociadas a las funciones f (x )=0.8*,
f(x)=05%y f(x)=02"es:

1. dom (f )=( -0, +0)yrec(f)=(0, +).
2. Ordenada al origen f (0 )=1.
3. Asintota horizontal, la linea recta de ecuacion y =0.

4. Curvas asociadas decrecientes, suaves y continuas.
5. Una curva exponencial decrece con mayor rapidez cuando su base es menor a la de otra.

Comportamiento valido para todas las funciones exponenciales f ( x )=b* con 0<b<1.

EJEMPLO 8 GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES DE LA FORMA f (x )=a-b*.

Sin tabular, grafica en un mismo plano cartesiano, explica las transformaciones realizadas y
determina sus propiedades.

a. f(x)=4[ijx.

1Y 4 1 (1Y)" y

f(x)=4(4j =4X=4X1=(4j , Su curva \\ 4
. \
se obtiene al desplazar la curva de f ( x )=( Lllj \\
\
horizontalmente una unidad a la derecha. \\
i.dom(f)=IRyrec(f)=(0, +o). \
1) \
ii. Ordenada al origen f (0 ):14[ 4j =4. \
N

iii. Asintota horizontal, la linea recta y =0. \‘-\2 >
iv. Curva decreciente. 0 2 X

b, f(x):%(S)X.

f(X):é(5)X:2];5(5)X=55=5X1, su curva se

obtiene al desplazar horizontalmente la curva de
f (x )=5" 2 unidades a la derecha.

i. dom(f)=(—-c0,+)yrec(f)=(0,+cw).
ii. Ordenada al origen f (0 )= %( 5) = % :
iii. Asintota horizontal, la linea recta y =0.
iv. Curva decreciente.




La curva de f(x):%(3)x=3“,

se construye desplazando la curva de
f (x)=3%  horizontaimente una
unidad a la derecha.

i. dom ( f )=(
yrec(f)=(0,+0).
ii. Ordenada al origen

Co +w)

Jm (2"

su curva se obtiene desplazando
horizontalmente a la izquierda la

curva de f(x):(gj :
i. dom (f )=(
rec(f)=(0, +wo).
ii. Ordenada al origen

—oo,+oo)y
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iii. Asintota horizontal, la linea recta de ecuacion
y=0.
iv. Curva asociada decreciente, suave y continua.
YA
/

NV
=

ili. Asintota horizontal, la linea recta de ecuacion
y=0.
iv. Curva decreciente.

SECCION 3.1

EJERCICIOS 2

1. Grafica en un mismo plano cartesiano.

a. f, (x)=15", f, (x)=225(15" )y f, (x )=-2.25(15" ).

1

b. f,(x)=1.8", fl(x):ﬁ

(18" )y f,(x)=(3.24 f1.8* ).
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c. f, (x)=0.1%, f, (x)=10(01% )y fz(x)zllo(o.lx )

El siguiente esquema indica el efecto sobre la curva asociada a la funcion exponencial al incluir
en f, (x )=b" los parametros B y C para obtener f (x )=b*®)+C.

se relaciona con el desplazamiento horizontal

!

x-A se relaciona con el
f(x)=b +C <«

desplazamiento vertical

indica crecimiento
0 decrececimiento

YA
\
\\ Cr———— \T -
/\\
f(x)=b X\\
\\
0

EJEMPLO 9 TRANSFORMACIONES EN GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS
1. En un mismo plano trazaremos las graficas:

f(x)=e*
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y
b. 4 £(x)=(32) " 42
3 X
Wix)=(3 ).
3 x+1 5
b ()= 3]
y
3 X+1 / .
_[ 3 N =(32
fz(x)_(zj +2 (x)=(302)"" f(x)=(3/2)
-5 0 5 >x
C. Ya
2 X
fo(x):(B) ) \
2 X-2
f(x)=| = ,
l( ) (3) 1:2()():(2/3)x—2_+_3
2 X—2
AOSES
3
y f(x)=(2/3)"
X—2 X-2
fs(X)=—(§j +3. 1 fi(x)=(2/3)
-5 O/ 5 X
X-2
f(x)=-(2/3) +3/

SECCION 3.1

EJERCICIOS 3

1. Traza el gréfico y determina: asintota horizontal, el cero (en caso de existir), el recorrido y la
ecuacion de la asintota horizontal.

f(x)=15" -
(X) 8x2
(x)=01X+2
f(x)=-(08)"-1




SECCION 3.2 FUNCIONES LOGARITMICAS

APRENDIZAJES

1. Comprende el concepto
de logaritmo de un nimero
base b y las relaciones:

by=x<:>y= log x

2. Opera con logaritmos de
distintas bases y aplicara
sus propiedades.

3. Grafica funciones loga-
ritmicas e identifica su do-
minio y su rango.

4. Verifica mediante grafi-
cas o tablas que la funcién
logaritmica es la funcion in-
versa de la funcién expo-

nencial.

onocimientos
anteriormente.

TEMATICA

1. Logaritmo base b de un nu-
mero y su relacion con la po-
tencia base b.

2. Propiedades d
ritmos, cambio d

3. Definicion, graf
y rango.

4. La funcion logaritmo como
inversa de la funcion expo-
nencial.

5.Situaciones que involucran
variacion de tipo logaritmica.
Ecuaciones logaritmicas y ex-
ponenciales.

olucion de problemas.



108 UNIDAD 3 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

La solucion de la ecuacion
b*=y,
con X como incognita (b >0y b=1), endonde y es un numero real, se interpreta:
‘el exponente x al que debe elevarse el numero b para obtener el nimero y”, también se escribe

como
x=1log,y o bien log,y =X
la expresion x=log,y se lee “x es igual al logaritmo con base b de y”.
Por tanto, las ecuaciones
b*=yy x=log,y
son equivalentes (tienen la misma solucion), es decir,
y=b* < x=log,y.

exponente
P e

y=>b Iogby:x
L e

FIGURA 1

EJEMPLO 1 CAMBIO DE REPRESENTACION
a. La solucion de la ecuacion 3” =1 es y=0; y=0 es el numero al que se debe elevarse el

numero 3 para obtener 1, luego
log;1=0.

b. La ecuacion 5¥ =125 , tiene por solucion y=3, entonces log;125=3, y se cumple la

equivalencia
5Y =125 <> log;125=3.

c.Si 2¥ =32, entonces y =5, es decir, por tanto, log,32 =5, ademas 2¥ =32 <> log,32=5.

d. Si 3’ =%, entonces y =-2, luego Ioggéz—z.

, 1 1
Asi 3V =" < log, ~=-2.
9 29
e. Para log, 1 -3, tenemos y=-3 y puesto que 47° = . i,
64 4% 64
entonces
1 1 1
log, — =-3<43=""=",
94 64 42 64
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Las observaciones anteriores se extienden a funciones, se asocia con la funcién exponencial
f (x)=b™ la funcion f(x )=log,x que actia de manera inversa. La funcion con regla de

correspondencia f (' x )=log,x se denomina “logaritmo con base b .

DEFINICION 1 FUNCION LOGARITMO DE BASE “b”

Seanb>0y b=1,y x>0.
Si f(x)=b*,entonces f*(x)=log,x.

f(x)=b"

dominio /\ recorrido

recorrido \/ dominio

f{x)= log, x

FIGURA 2

Por el caracter de “funciones inversas relativas” de f (x )=b™ y f*(x )=log,x se cumple:
1. log,x:(0,+00 )= (-0, + ), es decir, dom(bX ): rec( log,x ) y rec(bX )zdom( log,x ).

2. Si f(x)=log,x, entonces f (b‘X )=Iogb(b'X )=x, si

f (x )=b>, entonces f (logyx )=b""®*) —x

EJEMPLO 2 INVERSAS RELATIVAS
a. La funcion inversa de f (x )=10* es f*( x )=log,ox
y se cumple
10"°%0* = x =]og,,10".

b. La funcion inversa de f (x )=logyx es f*( x )=8*, se cumple 8"°%* = x =log,8".

En el caso de la base natural e, la funcion inversa relativa de f ( x )=e* recibe el nombre de
“funcion logaritmo natural” y se representa por f ( x )=Inx, es decir,

f(x)=e" =x=Ine* ytambién Inx:( 0, +o00 )—>(-o0,+o0).
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SECCION 3.2

EJERCICIOS 1

1. Determina el (valor del exponente) logaritmo.

x 1
TS

b. 10* =10000 .

c. 3¥=27".

1

=5

. Determina la funcién inversa (regla de correspondencia).
f(x)=2".

a. 2

d. 5"

N

o

o
—
—_

>
~

Il
7\
| w
=

o
—
—_~
>
~—
I

<)
[(@]
| N

x

PROPIEDADES DE LA FUNCION £ (x )=log,x

La relacion de inversas relativas de las funciones f (x )=log,x y f(x)=b* es el
fundamento que garantiza las propiedades de la funcidn
f1(x)=log,x.

PROPIEDAD 1 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS
Si x, y son numeros positivos:

f(x)=b" f (x )=log,x NOMBRE
b’ =1 log,(1)=0
b**Y —p*pY log,( x-y )=log,( x )+log,(y) PRODUCTO
by :Ey Iogb[ ;jzlogb(x )—log,(y ). DIVISION
b* = blx 0 b= bl logy( x* )=—log,( x ) RECIPROCO
(0* ) =p log, (X" )=n-log,(x) EXPONENTE
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Veamos los ejemplos 3y 4.

EJEMPLO 3 EXPANSION UTILIZANDO LOGARITMOS
a. Rescribamos log, (10x3y2 )sin exponentes:

log, (10x3y2 ): logg (10 )+log, (x3 )+Iog8 (y2 ) propiedad del producto.
=logg (10 )+3logy x+2logg ¥ propiedad del exponente.

2 3
b. Escribamos log, [ (x=y F(x+2) } sin exponentes:

Jx
log, { (x-y )Z&X“L 2) } = log, (( x—y P(x+2) )— logs (+/x ) propiedad de la division.

=log, (x—y )* +logs ( x+2 )’ —log, (& ) propiedad del producto.
=2log, (x—y )+3log; ( x+2 )-log, ( x ) propiedad del exponente.

3/x? —Bx
x\/i2x— y)

3/y2
In ( x\X2x_—5;/( J =In (?/x2 —5x )—In ( x.J2x-y) ) propiedad de la division.

¢. Escribamos In[ ] sin exponentes:

=In (% x* —5x )—In (x)=In (\/iZX—y ) ) propiedad del producto.

= ;'” ( x% —5x )—In (x )—;In (2x-y)  propiedad del exponente.

EJEMPLO 4 AGRUPANDO, UTILIZANDO LOGARITMOS

a. %Iog3 (x )+5log,( x—2 )=1log, ( x )% +log,(x-2 ) propiedad del exponente.
=log { (x )% (x=2) } propiedad del producto.
b. 8In(x+4 )-4In( x+8)=In(x+4 )’ -In( x+8)’* propiedad del exponente.
8
—In M propiedades: de la division.
(x+8)
1 1 X+4 . C
c. g[ logs ( x+4 )—logg (x+2)]= 5{ log, ((x+2)) } propiedades: de la division.
X+4

= log, i (x+2) propiedad del exponente.
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CAMBIO DE BASE EN LAS FUNCIONES £ (x )=b*y f(x)=log,x

Combinando adecuadamente algunas propiedades de las funciones f (x)=b* vy
f (x )=log,x, es posible rescribirlas en términos de una “nueva base” (por ejemplo, la base
natural e ) que puede ser de mayor utilidad en el estudio de ciertas situaciones.

PROPIEDAD 2 CAMBIOS DE BASE

Sia, b>0,a b=1y x>0, entonces

a. f(x)=b*=al"%k (cambio de base exponencial).
log, x

b. f (x)=log,x=-—"2

(x)=log, log b

a

(cambio de base logaritmico).

log_ x base origin?I
f(x)=log x = a’<— nueva base « ( log. b)x
b~ log b «base original f(x)=b"=a ‘f‘
iqi iai nueva base
base o”gmalnueva base base original ]
nueva base

FIGURA 3

EJEMPLO 5 CAMBIO DE EN FUNCIONES LOGARITMICAS
a. Rescribamos f (x )=log, x con base 2. Aqui b=2y a=2, de la propiedad de cambio de

base logaritmico obtenemos

10g., X =£Iog2x.
log,4 2

b. Rescribamos f ( x )=logg, x, en labase 3. Sean b =81y a=3, por consiguiente

f(x)=log,x=

log;x —EI
log,81 4
c. Escribir f ( x )=1log,, x en la base natural e . Sean a=e y b =10, por tanto

f(x)=loggx= 0g;X .

log, x
f(x)=logy,x= e,
(x )=logy log, 10
d. Expresemos f ( x )=log, 8x con base 4.
log ,x 1
f(x)=log,8x=log, x+3=-—"2"43=-"_log,x+3,
( ) g, 9. log,, 2 A 9,

0 bien

1
f(x)=log,8x=—log,x+3.
( ) g, 2 0.4
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e. Expresemos f ( x )=1log, 4x con base natural e.

f(x)=log, 4x=log, x+log,4=log, x+1y f(x ):Iog44x=ll4lnx+1.
n

EJEMPLO 6 CAMBIO DE EN FUNCIONES EXPONENCIALES

a. Para rescribir f ( x )=4* con base 2, entonces b=4, a=2

luego
f ( X ):4x :2(I0924)x :2(2)x.

b. Expresemos f(x )=3* con base natural e, entonces b=3 y a=e, finalmente
f ( X ):3x :e(loge3)x :e(InS)x.

c. Si queremos rescribir f ( x )=5 con base 7, entonces b=5y a =7, por tanto,

f (X ):5x :7(Iog75)x.

Las propiedades de las funciones f ( x )=b* y f ( x )=1log,x son Utiles en la resolucion de
ecuaciones que involucran logaritmos y/o exponentes como incognitas.

EJEMPLO 7 RESOLUCION DE ECUACIONES
a. En la resolucion de

log,( x—2 )’ =3, aplicamos la funcion f ( x )= 4"
a la ecuacion anterior, obtenemos
(x—2) =4%0obien (x-2) =64,
entonces
x=3/64 +2=6.

b. En la resolucién de la ecuacién

x2+5x -6

e =e
al aplicar f ( x )=1In x en ambos miembros da
x? +5x =—6 0 bien x* +5x+6=0,
entonces
(x+2 ) x+3)=0,
de donde
X=-2Yy x=-3.
c. Si queremos resolver 2°*** =32, debemos aplicarle f( x )=log, x en ambos miembros, al
hacerlo obtenemos

3x+1=log,(32) obien 3x+1=5, luego x=:.

d. La ecuacién
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3x+8

log,(3x+8)—log, 12 =log, ( x—1), equivale a log, =log, (x-1),

aplicandole la funcidén f (x)=4* obtenemos

3x+8 o1
12
0 bien
3x+8=12x-12,
entonces

20 = 9x, de donde x=2§.

e. Para resolver la ecuacion
log, x+log,( x-1)=log, 6,
la rescribimos en la forma
log,x( x—1)=1log, 6.
Aplicamos f ( x )=2" atoda la ecuacion y obtenemos
x(x—1)=6 obien x> ~x-6=0,
al factorizar
(x=3 )Y x+2)=0,asi x, =3y x, =-2,

sin embargo, x, =—2 no es solucion de la ecuacion inicial, ¢ por qué?

/ SECCION 3.2
EJERCICIOS 2

1. Expande y simplifica

=
=

a. log, 64x° . 2. Escribe en la forma f ( x )=1log,kx".
b. log X a. f(x)=4log,yx—2.
e b. g( x )=6log, x+2.
c. Ini. c h(X)=éIogﬁx—I09636.
¢ d.i(x)=-6Inx+In36.
-4
d. '0918§z- e. j(x)=4Inx+Ine*.
e. log /T3 f.f(X):InX—InE_
BRI €
\ g. g( x )=3log,x—log,16 .
X
f. log, - ( 1

1
X )==In —— +2In x°.
) 2 x*

W .



. Rescribe la funcion con la base indicada.

3

a. f(x)=log,x conbase 3.
b. f(x)=log,x conbase e.
c. f(x)=log,x conbase 7.
d. f(x)=Inx conbase 3.

e. f(x)=Inx conbase %

4. Rescribe la funcion con la base
indicada.

a. f(x)=4" conbase e.

b. f(x)=5" conbase 3.

c. f(x)=e*conbase 7.

d. f(x)= (j con base e .
X 1

e. f(x)=e* conbase =

6. Resuelve las ecuaciones.
a. 2" =64.

b. 9.27" -27=0.
c. 2" 4+5.2Y -28=0.
d. 22 +20=9-2%.

e. 421
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5. Resuelve las ecuaciones.

a. Iog3(lJ+3=0.

X
b. logs(2x )—1=0.
c. log,o( 2 )—log,o( x+5 )=—log,o( x+3).
d. 3-log,(x—1)+log, 4=5. x=3.
e. log,(4x—3)—log, (x+2)—log, (x)=0.
f. log,(3x—1)-log, (1-2x )=log, (x-1).

g. In(;j—lzln(zl—z ).

TRAZO DE LA GRAFICA DE 1 (x )=1log,x

Para trazar el grafico de la funcion f (x )=log,x se emplea la propiedad “de inversas

relativas” (que resulta menos complicado) las funciones f ( x )=log,x y f (x )=b* o se tabula.

2. Reflejando una curva.

i. Traza la linea recta asociada a la funcion f ( x )=b*.

ii. Traza la linea recta asociada a la funcion f ( x )=x e imagina que es la “cara plateada’ de un

gran espejo.

iii. Imagina que la curva asociada a f ( x )=b* se refleja en el espejo, la reflexion de la curva es la

graficade f (x )=log,x.
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1. Tabulando.
i. Construye una tabla para ciertas asignaciones x en f (x )=b*.

ii. Intercambia las abscisas y ordenadas (ahora las ordenadas seran las abscisas y las abscisas
seran las ordenadas).

iii. Traza una curva suave y continua que contenga los puntos generados en ii. La curva asi obtenida
pertenece a la funcion f ( x )=log,x.

EJEMPLO 8 TRAZO DE GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS REFLEJANDO
a. La funcién inversa de

2
cuya representacion grafica es la figura de la izquierda. En la figura central se ha reflejado la curva

f (x)=log,x eslafuncion f (x )=[ j
2

de f(x )=( 2) respecto a la linea recta asociada a f (x )=x. La figura de la derecha es el

graficode f (x )=log,x.
2

N y yA
/ 4 /
/ / Fx)=x f (x )=log,x
/ / 3
// //
// f(x)= 2 f (x)=logsx
/ 2
iR °g iy 1
-5 0 5 X 5 5 X 0 5 X

FIGURA 4

b. La funcion inversa de f (x )=log,x es la funcion f ( x )=( gJ cuyo grafico es la figura de
3

la izquierda. En la figura central se ha reflejado la curva de

respecto a la linea recta asociadaa f ( x )= x . La figura de la derecha es el gréfico de
f (x)=log,x.
3
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Y a

FIGURA S

» x

¢. La funcion inversa de f ( x )=Inx es la funcion exponencial natural f ( x )=e*, su grafica es

la figura de la izquierda. En la figura central se ha reflejado la curva de f ( x )=e* respecto a la
linea recta asociadas f ( x )= x. La figura de la derecha es el grafico de f ( x )=Inx.
VU Y /\
/ /
/ /
/ /
/ / 2
1¥ 1y
= — > >
2 0 1 2 >x -2 6 1 2 X -2 0 1 2 X
FIGURA 6

EJEMPLO 9 TRAZO DE GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS TABULANDO

a.Lainversade f (x )=log,x es la funcién exponencial f ( x )=(
2

|2
-2 4
-1 2
0 1
1 0.5
2 0.25

Intercambiando los
valores de las columnas.

X log, X
2
4 —2
2 -1
1 0
0.5 1
0.25 2

1jx
3k
y
2
>
of 1\ 2 x
FIGURA 7
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b. Lainversade f ( x )=log, x . es la funcion exponencial

f(x)=2%.
Intercambiando valores en
las columnas. Ya
X 2" X log, X
_2 | 025 025 | _2 1
-1 0.5 0.5 -1
0 1 X

0 1 1 0

1 2 2 1

2 4 4 2

FIGURA 8
4 X
c.Lainversade f (x )=log,x es la funcion exponencial f ( x )=( 5] :
5
y
Intercambiando valores en 4
las columnas.
log, x
| (&) x| 0%
_2 | 15625 15625 | _? 1
— 1.25 1.25 -1 >
1 0 1 X

0 1 1 0
1 0.8 0.8 1
2 0.64 0.64 2 FIGURA 9

La figura indica el efecto sobre la curva asociada a la funcion logaritmica f ( x )=log,x al
incluir en ésta ultima los parametros B y C .

se relaciona con el
desplazamiento horizontal

f(x)=log (x-B)+C « se relaciona con el
b desplazamiento vertical

indica crecimiento
0 decrececimiento

FIGURA 10
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EJEMPLO 10 TRANSFORMACIONES EN GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS
a. La gréfica de f(x)=log,(2x—4) se traza con base a la grafica de la funcion

f, ( x )=log, x, vemos como.

Si factorizamos y aplicamos las propiedades de los logaritmos obtenemos:
f(x)=log,(2x-4)=log,(2(x-2))=log,2+log,( x—2)=log,( x-2 )+1,

entonces f (x )=log,( x—2 )+1.

i. Desplazamos verticalmente 1 unidad hacia arriba la curva asociadaa f, ( x )=log, .

ii. Desplazamos horizontalmente 2 unidades a la derecha la curva antes obtenida.

;/A f (x )=1log,(2x-4)

-

N
\ -

B =

x

Thas =y g
N

—
=~

FIGURA 11

Otras caracteristicas de f ( x )=1log, ( 2x—4 ) son:
iii. Cero: la solucion de 2x—4 =1, es decir x = g

iv. Asintota vertical: tiene como ecuacion la solucion de 2x -4 =0, es decir x=2.
v. Dominio: el intervalo dom ( f )=( 2, +o ).

vi. Recorrido (rango o conjunto imagen): el intervalo rec ( f )=( —o , +o ).

b. Para trazar la gréficade f ( x )=log, ( 2x+6 ), primero la rescribimos.
5

f (x)=log, (2x+6 )=log
5

ojw

(2(x+3))=log;2+log, ( x+3)=log, ( x+3)+log;2,
5 5 5

olw

entonces f (x )=log, ( x+3 )+log,2.
5 5

Il
<)
Q

Lacurvaa f (x )=log, ( 2x+6 ) se construye a partir de la curva asociadaa f ( x )
5

i. Desplazandola verticalmente
log, 2 =~ —-1.35691
5

unidades hacia abajo.

ii. Desplazandolo horizontalmente 3 unidades a la izquierda.
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o
e ——— — —— —— ————

N (x)=log,(2x+6)
FIGURA 12

Otras caracteristicas de f ( x )=log, ( 2x+6 ) son:
5

iii. Cero: la solucién de 2x+6 =1, es decir, x = —g.

iv. Asintota vertical: tiene como ecuacién la solucién de 2x +6 =0, es decir x =-3.
v. Dominio: el intervalo dom ( f )=( -3, +o ).
vi. Recorrido (rango o conjunto imagen): el intervalo rec ( f )=( —oo , +o0 ).

/ SECCION 3.2
EJERCICIOS 3

1. Traza la grafica de las funciones, determina: dominio recorrido, ceros y asintota vertical.
a. f(x)=log,(4x).

b. f(x)zloglﬁéxj.

c. f(x)=log,(8x-8).

d. f(x)=log, (2x+2).

APLICACIONES DE LAS FUNCIONES £ (x)=log,x Y f (x)=b*

EJEMPLO 11 CONSTRUCCION DE MODELOS
a. Un “celular” tiene precio inicial de 40,000 pesos, se devalla el 25% anualmente.
i. Sea p(t) el precio del celular en funcion del tiempo, inicialmente, p (0 )= 40,000.
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Al término del primer afio su precio es
p(1)=(1-0.25 )40,000 = ( 0.75 )40,000 pesos
Al término del segundo afio su precio es
p(2)=(1-0.25) (0.75 40,000 |=( 0.75 )*40,000 pesos.
Al término del tercer afio su precio es

p(3)=(1-025 ){ (10.75 )?40,000 }: (0.75 )>40,000 pesos.

Siguiendo un proceso inductivo obtenemos que al afio t su precio es
p(t)=(0.75) 40,000 pesos, siempre que t > 0.
ii. Para determinar su precio a los t =5.5 afios, calculamos p ('t )=( 0.75 )*°40,000 y obtenemos
que su precio es aproximadamente
8220.47 pesos.
iii. Podemos determinar el tiempo tM que ha de transcurrir para que su precio se 20,000 pesos (la

mitad de su precio inicial). En este caso
20,000 1

40,00 2°

20,000 = ( 0.75 )™ 40,000, o bien ( 0.75 ™

s 1 . . . .
Para resolver la ecuacion ( 0.75 )™ = > le aplicamos logaritmos con una misma base (por ejemplo,

con base natural), obtenemos
1

In( j
tyIn(0.75 )= In[ ;j 0 bien t™M = 2 ) <2049 afios.

In(0.75 )

iv. Construye el modelo t ( p ) que describe el tiempo transcurrido como funcion del precio del

celular. Delinciso i. tenemos p (t )=( 0.75 )'40,000, simplificando la notacion

p=(0.75)40000 < P —(075) <:>t=|090.75(

, con notacion de funcion
40,000

P
40,000

t(p)= |090.75(

b. Una deuda inicial de 10,000 se duplica al afio.
i. Sea M (t ) la deuda, inicialmente, M (0 )=10,000.
Terminando el primer afio la deuda es

L
40,000

M (1)=(2 }10,000.
Terminando el segundo afio el monto de la deuda es
M (2)=2[(2 10,000 ]=( 2 )’10,000.
Al término del tercer afio la deuda es
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M(3)= 2[ (2 )°10,000 } =( 2 )°40,000.

Siguiendo un proceso inductivo encontramos que al término del afio t el monto de la deuda es
M (t )=(2)'10,000, siempre que t > 0.
ii. Para determinar el monto de la deuda a los t=6 afios, calculamos M (6 )=( 2 )°10,000 y

obtenemos
64,000 pesos.
iii. Podemos determinar el tiempo t que ha de transcurrir para que el monto de la deuda se triplique,
es decir, sea de 30000 pesos.
Si sustituimos 30,000 en M (t )=( 2 )'10,000 obtenemos 30,000 = ( 2 )'10,000, entonces
(2 )t _ 30,000 _3
10,00
Aplicamos logaritmos con una misma base (por ejemplo, con base natural), obtenemos

t-In(2)=In(3) obien t = In(3) 4.75488 afios.

In(2)
iv. Para construir el modelo t ( M ) que describe el tiempo transcurrido como funcion del monto de
la deuda, del inciso i. tenemos M ('t )=( 2 )'10,000, o bien, simplificando la notacion y despejando

t M t
= =(2 t=I ——
M =( 2 )'10,000 < 10,000 (2) & ogz( 10,000

t(M )=Iog2( 10!\300 ]

¢. Una persona (mediante la orina) elimina el 30% diario de una droga consumida; la persona ha
consumido 4 gramos de esa droga.
i. Sea D ('t ) la cantidad de droga presente en la persona en el tiempo t.

Inicialmente, D (0 )= 4 gramos.
Terminando el primer dia la droga presente en el cuerpo de la persona es
D(1)=(0.7 }4 gramos.
Terminando el segundo dia, la droga presente en el cuerpo de la persona es
D(2)=(0.7)0.7 }4=(0.7 )*4 gramos.
Siguiendo un proceso inductivo encontramos que al término del dia t la cantidad de droga presente
en la persona es

j, con notacion de funcion

D(t)=(0.7 )4, gramos, siempre que t > 0.
ii. Para determinar la cantidad de droga en la persona en el dia t =8, calculamos
D(8)=(0.7 )°4 , obtenemos D (8 )=( 0.7 )’4~0.23059 gramos.
iii. Podemos determinar el tiempo t que ha de transcurrir para que la cantidad de droga se reduzca
al uno por ciento en el cuerpo de la persona, es decir, sea 0.04 gramos.
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Sustituimos 0.04 en D (t )=( 0.7 )'4 obtenemos 0.04 = ( 0.7 )'4, entonces
(0.7) :024=0.01.

Aplicamos logaritmos con una misma base (por ejemplo, con base natural), obtenemos
In( 0.01)
In(0.7 )

iv. Para construir el modelo t ( D ) que describe el tiempo transcurrido como funcion de la cantidad

t-In( 0.7 )=In( 0.01 ) o bien t = ~12.91139 dias.

de droga en el cuerpo de la persona, del inciso i. tenemos D (t )=( 0.7 )'4, o bien, simplificando
notacion y despejando

D=(07)4 < %z (07) ot= Iogm( % ) en notacion de funcion

t(D )=|ogo_7( fj

/ SECCION 3.2
EJERCICIOS 4

1. Después de ser elaborado, un medicamento pierde el 25% de su efectividad cada afio.
i. Determina el modelo E ('t ) que describe la efectividad del medicamento como funcion del tiempo.

ii. Determina la efectividad del medicamento al término de 18 meses.

iii. Al momento que la efectividad del medicamento es 60% , ¢ Qué tiempo ha transcurrido desde su
fabricacion?

iv. Cual es el modelo t ( E ) que describe el tiempo como funcién de la efectividad del medicamento,
utiliza la base natural en tu solucion.

2. Un médico ha determinado que un tumor cancerigeno aumenta su masa 5% cada mes.
i. Construye el modelo exponencial M (t ) que describe la cantidad de masa en el tumor como

funcion del nimero de meses transcurridos. Supén que inicialmente el tumor tiene una masa de 20
gramos.

ii. Calcula la masa del tumor a los 24 meses.

iii. Al momento que el tumor tiene una masa de 500 gramos, ¢ qué tiempo ha transcurrido desde su
deteccion?

iv. Construye el modelo t ( M ) que describe el tiempo como funcion de la masa del tumor, utiliza la
base natural en tu solucion.
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3. El precio de un combustible se dispara un 1% mensualmente por cada litro.

i. Construye el modelo exponencial p ('t ) que describe el precio del litro de combustible como
funcion del niumero de meses transcurridos. Supon que inicialmente el combustible tiene un costo de
10 pesos.

ii. Calcula el precio por litro de combustible a los 72 meses.

iii. Cuando precio del litro de combustible se ha duplicado, ¢;,qué tiempo ha transcurrido?

iv. Construye el modelo t ( p ) que describe el tiempo como funcion del precio del combustible,

utiliza la base natural en tu solucién.

4. Una vez terminado el curso de matematicas un estudiante lo olvida en un 60% cada trimestre
transcurrido.

i. Construye el modelo exponencial O (t ) que describe el porcentaje de olvido del curso como
funcion del nimero de trimestres transcurridos.

ii. Calcula porcentaje de olvido del curso por parte del estudiante a los cinco meses.

iii. Al momento que el estudiante sélo conserva el 10% de los conocimientos del curso, ¢qué tiempo
ha transcurrido?

iv. Construye el modelo t (O ) que describe el tiempo como funcion del porcentaje de olvido del

curso por el estudiante, utiliza la base natural en tu solucion.
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SECCION 3.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1

SECCION 3.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 2

o
=

f(x)=15" 4 f(x)=18"

f(x)=324(18)"

N 5>X

f(x)=-225(15) "

f(x)=01"Y
f(x)=10(0.1)

f(x)=1(01)*
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SECCION 3.1 SOLUCIONES
AEJERCICIOS 3

rec(f)=(-2,+0)y
asintota horizontal
y=-2.

b.
dom(f)=( -0, +),
cero x=2li2—2,

In1.8
rec(f)=(-4,+0)y
asintota horizontal
y=-4.

c.
dom( f )=( — o, +oo),
cero, no tiene,
rec(f)=(2,+w)y
asintota horizontal

y=2.

y
A
2
Z
>
-2 0 2 X
< y=-2
y
A
2
-4 2 0 2 4 >
-2
— y=-4
7\
4
2 y=2
>
0 2 4 %
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d. yA
dom( f)=( -0, +0), 2
cero, no tiene,
rec(f)=(-,-1)y ” - 5 > P x
asintota horizontal y=-1
y:—l. -2 /

-4

-6

/ SECCION 3.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1

1.a. x=4.b. x=4.¢c. x=-3.d. x=4.

2.a. f1(x)=log,x.b. f*(x)=logsx.c. fl(x):[éjx.d. fl(x)z(ijx.

8
/ SECCION 3.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 2

1. a. 6log,x+3.b. 10loggx—2. ¢. 3Inx—-2. d. —4log;gx+20g,5y . €. 2Iogzx—logzy.

fllo x—llo
~3 04 5 g,y .

4 1
2. a. f(x):loglol);—o.b. g(x)=log;9x°. c. h(x )=logs36x5.d.i( x )=In i’gzln%x“‘.

9

3 o
e. j(x)=Ine*x.f. f(x)zlnex.g.g(x)zlogz%.h. h(x)=In x2.

log,Xx log.x log, x log.,x
3. a f(X)=|0334-b- f(X)=Iogez.c. f(x):log72.d. f(x):lo?;'e.
3 e 7 3

log, x
2

log,e’
2

e. f(x)

logpe ]x

4oa f(x)=e™ b, f(x)=3m5) ¢ f(x)=700N g, f(x)=e[ 3
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Iogle}(
e f(x):(lj[ )
5
2
6.a.x=2.b.W:%.c.y=2.d.x=|ogZS.e.x=24_mE.

5.a. x=27.b. x=-.c. x=-1.d. x=3.e. x=3. f. No tiene solucion. g. z=20.

SECCION 3.2 SOLUCIONES

A EJERCICIOS 3

F ()=tog: (4x) Cero: x=£11,
asintota vertical x=0,
dom(f)=(0, +o0)

y
rec(f):( —00 , +®© )

Cero: x=9,
asintota vertical x=0,
dom(f)=(0, +o)

y
rec(f):( —00 , +© )

Cero: x=g , asintota vertical x=1 ,

l
F (x)=log, (8x-9)

—
p—
——

8
dom(f)=(1,+0)

o
=
o1
[EEN
o
x
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5 Cero: x=—£,

2
asintota vertical x =-1,
dom(f)=( -1, +o0)

y
>, rec (f)=( o0, 4+ ).

5 10
<«—— f (x)=log, (2x+2)
2

#4—————.-——————

x
1

SECCION 3.2 SOLUCIONES

A EJERCICIOS 4

. " L InE
1.1. =(0.75 ) .ii. E ~64.95%. iii. t ~1. Vit (E )= ———.
i E(t)=(0.75 )i 0. iii. t ~1.77566 afios. iv.t ( E ) in(0.75)
2. i. M(t)=20(1.05) . ii. M ~6450199 gramos. iii. t~65.97386 meses. iv.
1 M
t(M)=—>_"In| — |.
(M) |n(1.05)n[2oj
3. i. p(t)=10(1.01) . ii. p~20.47099 pesos por litro. iii. t~69.66071 meses. iv.
1
t(p)= Inp.
(p) 1o-|n(1.01)np
4. i. 0(t)=(0.6) . ii. Ha olvidado el O=~42% del curso. iii. t~4.50757 trimestres. iv.
1
t(0)=—————In0.
(0) 1o.|n(o.6)n
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[ UNIDAD 3 EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE
1. El dominio de la funcion exponencial f ( x )=b* es el conjunto de

2. Si 0<b <1, entonces la funcion exponencial f ( x )=b*

3. Si entonces f (x )=b* no representa una funcion exponencial.

4. Si b>1, entonces la funcion f ( x )=1log, x

5. Si f:(a,b)>(c,d) y g:(c,d)>(a,b)y f(g(x))=g(f(x)), entonces las
funciones f y g son

6.Si x=1log,y , entonces

7. Lafuncion f (x )=log,x tiene como asintota vertical la linea recta de ecuacion

8. El al que debe elevarse b para obtener el nimero y
recibe el nombre de logaritmo.

9. La curva asociada a la funcidn es la imagen fisica de la

curva asociada a la funcion f ( x )=b* respecto a la linea recta de ecuacion i (x )=x.

10. La funcion f ( x )=b* escrita con base natural es

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES

1. Rescribe la funcion f ( x )=[ ij —5 con base natural.

. 2 2
2. Resuelve la ecuacion 42 =4x+¢
3. Rescribe la funcion f (x )=logsx +6 con base natural

4. Determina el dominio y el recorrido de la funcion f ( x )=log,( x -5 )+1.

5. Resuelve la ecuacion log,o(16 — x* )— 2l0g;0(3x—4)=0.

6. Traza la grafica de f(x )= 20x4)_2 y determina sus caracteristicas (asintota horizontal
dominio y cero).
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7. Traza la gréfica de f ( x )=log,( x+1)+3 y determina sus caracteristicas (asintota horizontal
dominio y cero).

CONSTRUCCIONES

1. Construye una funcidn exponencial con las siguientes caracteristicas.
Dominio dom ( f )=(—co,+o0 ), recorrido dom ( f )=(-2,+a0 ), asintota horizontal y=2, cero

x =3 y ordenada al origen f (0 )=—£.

2. Construye una funcién logaritmica con las siguientes caracteristicas:

Asintota vertical 3, base 2 y que interseque al eje de las abscisas en el punto ( 15’ ,0 j :

3. Una maquina transforma una cantidad especifica M de materia prima de forma que ésta se
reduce a la quinta parte cada hora, determine la funcién que describe la cantidad de materia prima
disponible después de t horas. Supdn que inicialmente se tienen 100 kilogramos de materia.

4. ; Cuanto tiempo debe transcurrir para que se duplique un capital de 5000 invertido al 18% de
interés anual?

5. Una persona ha sido asesinada, inicialmente su temperatura era 36 grados centigrados. Si la
temperatura de cuerpo disminuye en forma exponencial 12% grados por hora, ¢cual sera su
temperatura 150 minutos después de asesinada?

6. Una placa metélica de area A se ha sumergido en cierto &cido. El acido disuelve la mitad del area
de la placa cada hora. Construye el modelo que describe el area de la placa como funcién del tiempo
(en horas).

7. Un individuo ha consumido dos litros de alcohol hasta el término de una larga noche. Si cada hora
elimina el 10% del alcohol consumido. Construye la funcion que describa el tiempo en funcion del

contenido de alcohol en el cuerpo del individuo, utiliza logaritmos naturales.
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[ UNIDAD 3 SOLUCION AL EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE
1. TODOS LOS NUMEROS REALES. 2. ES DECRECIENTE. 3. b ES NEGATIVA O IGUAL A UNO.

4, ES CRECIENTE. 5. INVERSAS RELATIVAS. 6. y=b*. 7. x=0. 8. EXPONENTE. 9.
f(x)=log,x .10. f (x)=elm™X,
ALGORITMOS Y OBSERVACIONES

1. f(x):e(m%)x—S.Z. x=3.3, f(x):ll:;.4. dom (f )=(5,+0)yrec(f)=(-o,+).

5. x=152.6. y=—2,dom(f)=(-o0,+w), x=5.

________ ->y= 2
7. x=-1, dom( f )=(-1,+) x=-25.
27
X=-1 yA
t
|
|
|
|
|
|
|
I
o 5 >

CONSTRUCCIONES
1. f(t )=(1J2X—2.

4
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2. f(x)=log,A(x-3)+2.

3. M (t):loo(;j.

4. t~418783 afos.
5. T = 26.15225 grados centigrados.

6. M(t)=A(05).




FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

CONTENIDO
SECCION 4.1 Funciones y elementos
SECCION 4.2 Funciones polinomiales
SECCION 4..3 Soluciones y evaluacion

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

El alumno comprendera la ex-
tension del concepto de razén
trigonométrica a funcion trigo-
nomeétrica. Estudiara las fun-
ciones seno y coseno en su
forma caracteristica de varia-
cion y el analisis de sus para-
metros. Modelaré situaciones
de comportamiento periodico
para resolver problemas.
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CONCEPTOS

CLAVE

Arco de circunferencia. Dados dos puntos de la circunferencia, la seccidén de dos puntos contenida
entre ellos.

Angulo central. El que tiene por vértice el centro de una circunferencia y lados dos radios de
circunferencia.

Angulo subtendido. Su vértice en el centro de una circunferencia y cada lado contiene un extremo
de un arco de la circunferencia.

Unidad de medicién. Referencia convencional que se usa para medir la magnitud fisica de un
determinado objeto.

Proyeccion del punto P( x, y ) en los ejes coordenados.
a. Eneleje x Puntos delaforma P(x,0)
b. Enel eje y Puntos delaforma P (0, y )

Razoén. Comparacion de dos cantidades por medio de una divisién.

Numero pi. La razén del perimetro al radio en una semicircunferencia.

Circunferencia unitaria anclada en el origen. Circunferencia de radio de longitud uno y centro en
el origen del plano cartesiano.

Funcién trigonométrica. Funcion definida con respecto a una circunferencia de radio de longitud
uno, con centro en el origen del plano cartesiano. Se toma en cuenta un angulo central con lado
inicial en el eje de las abscisas de manera que existe un solo punto P(x,y) sobre la

circunferencia tal que la distancia, medida en sentido contrario de las manecillas del reloj alrededor

del arco AP, esiguala t.
Funcion periédica. Existe T >0 tal que f (t+T )=f (t). Lasfunciones periodicas son
funciones que se comportan en una manera ciclica (repetitiva) sobre un intervalo especificado

(lamado un periodo).
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Periodo. Nimero positivo T tal que f (t+T )=f (t ). Es la longitud del intervalo mas pequefio

que hace cumplir la condicién de funcién periddica.

Ordenada al origen. Es la ordenada del punto en el que una curva interseca al eje de las
ordenadas.

Levégiro. Que gira en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Dextrégiro. Que gira en el sentido de las agujas del reloj.

Valor maximo. Alrededor x,, f(x,)>f(x) paratoda x.
Valor minimo. Alrededor x,, f(x,)<f(x ) paratoda x.

Senoidal o Cosenoidal. Nombre de las funciones trigonométricas con regla de correspondencia
f(t)=Asen(Bt-C)+D o f(t)=Acos(Bt—C)+D.
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SECCION 4.1 ANTECEDENTES

APRENDIZAJES

1. Explora situaciones o
fendbmenos de variacion
periodica.

2. Convierte medidas
angulares de grados a
radianes y viceversa.

3. Comprende la forma
en que se extienden o
generalizan las razones
trigonomeétricas para
angulos arbitrarios.

TEMATICA
1. Situaciones o fe
de variacion peri

2. Medidas angul
dos y radianes.
Conversiones.
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FENOMENOS DE VARIACION PERIODICA

¢Qué es la variacion periddica? En la vida real existe una gran variedad de fendmenos
(descritos por funciones) que se comportan de manera ciclica (repetitiva) en un mismo intervalo de
tiempo (llamado periodo y de longitud T ). La funcién f que describe este tipo de fendomenos tiene

la propiedad f (x)=f (x+T ), donde T >0 es constante; en el plano cartesiano esto significa que la
curva que describe el fendmeno puede trazarse utilizando “una copia” de una de sus partes.

EJEMPLO 1 MOVIMIENTOS OSCILATORIOS
a. Un oscilador arménico es un objeto que al moverlo fuera de su posicion de equilibrio oscila en
torno a ella. En un sistema masa-resorte como el mostrado en la figura.

% 0 %o - % o X X - %, X O X,

FIGURA1

el resorte ha sido estirado respecto a su posicién de equilibrio 0 y luego se ha dejado en libertad,
como consecuencia la masa (bloque azul) oscila en torno a su posiciéon de equilibrio o . El
desplazamiento de la masa la describe la funcion x (t ) (y en condiciones ideales) que varia desde

-X, Yy hasta x, en el tiempo t=T , esta variacion es periodica y cumple la condicién
x(t)=x(t+T ) donde t representa el tiempo.

b. Un péndulo simple consiste en un objeto suspendido de un hilo de peso despreciable. Cuando un
péndulo se desvia hacia un lado (por ejemplo, a la izquierda) de su posicién de equilibrio, digamos
un angulo 4,, y luego se abandona oscila (sobre un plano) alrededor de su posicion de equilibrio o,

desde -6, hasta ¢, con un movimiento a la vez periodico y oscilatorio (suponiendo condiciones
ideales). Si la funcion @(t) describe el movimiento angular del péndulo se cumple
0(t)=0(t+T ) donde T es el tamafio del periodo de oscilacion.

(@]
[ ] [ ]
/|\
/7 |\
/ \
| 7/ 0\
/ \
/ \
/ \
m @& o m
@m \\\~_m///
o= |~
) 9

FIGURA 2


http://es.wikipedia.org/wiki/Equilibrio_mec%C3%A1nico
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¢. Un oscilador de pozo cuadrado (o “particula de caja”) puede interpretarse como un “carrito” que se
mueve en ambos sentidos a lo largo de una via horizontal entre dos puntos fijos, la rapidez con que
se mueve es constante. Los puntos de inversion p, y p, son paredes paralelas rigidas entre las que

oscila el “carrito” tras efectuar choques perfectamente elasticos con ellas
R R P
1 2

FIGURA 3

El desplazamiento maximo del carrito se denomina amplitud de oscilacion y tiene longitud A = 2x, .
Un ciclo del “carrito” esta descrito por el trayecto P,P,P, y se llama periodo de oscilacion.

d. De un disco (circular), de radio de longitud uno y con centro en el origen del plano cartesiano se
selecciona el punto P(x, y )y se proyecta sobre los ejes coordenados, esto da origen a los

segmentos rectilineos “dirigidos” OA y OB cuya longitud depende de la amplitud del angulo central
t, explicitamente OA=x(t)y OB=y(t ). Después de n ciclos completos del punto P se

cumple: OA=x(t)=x(t+360°-n)y OB=y(t )=y (t+360°n).

y
A
P
proyeccién S
eneleje =
Y t >
0 t A X
proyeccién
en el gje
“x”

FIGURA 4

DEFINICION 1 FUNCION PERIODICA

a. La funcion regla de correspondencia f que satisface f (t)= f (t+T ) para cualquier nimero t
en su dominio y para algun numero real positivo T se denomina funcion periddica con periodo T .

b. El valor positivo mas pequefio posible de T es el periodo de la funcion.
¢. La amplitud de una funcion periodica es la semidiferencia entre su valor maximo y su valor

minimo.
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MEDIDA DE UN ANGULO, GRADOS Y RADIANES

Vinculados con las funciones periédicas se encuentran los angulos. En la geometria plana un

angulo se define como la parte del plano limitada por dos segmentos de linea recta (0 en su caso
semirrectas o rayos).

B
lado
terminal
(0] » A
vértice lado
inicial
FIGURA 5

En trigonometria se utilizan angulos centrales, mismos que se vinculan con la circunferencia
unitaria (radio de longitud uno y centro en el origen del plano cartesiano) y satisfacen:

i. El vértice del angulo coincide con el centro de la circunferencia unitaria.

ii. El lado inicial comienza en el origen del plano cartesiano y es parte del eje de las abscisas.

iii. El lado terminal contiene un punto de la circunferencia unitaria

yA arco de yA angulo subtendido yA
circunferencia por un arco de angulo
/ circunferencia central
t t >
0 > x 0 > x 0 X
FIGURA 6

Cada angulo tiene asignada una amplitud (o medida), en geometria las amplitudes se miden en
grados, un grado se define como la amplitud del angulo central subtendido por un arco de

circunferencia de longitud igual a % parte de circunferencia, sin embargo, los grados tienen la

desventaja de estar definidos con base sexagesimal (60 ). Unidades de mayor utilidad en la
medicion de angulos son los radianes puesto que tiene base decimal.

Un angulo mide un radian, si es subtendido por un arco de longitud igual a un radio de
circunferencia.
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éste arco mide z; de
la longitud de la
circunferencia éste arco tiene la

1 longitud del radio
— 4_| o
éste angulo

mide 1° 1

éste angulo mide
un radian

FIGURA 7

DEFINICION 2 GRADO Y RADIAN

Sea una circunferencia de radio de longitud 1, entonces

a. Un angulo de medida (amplitud) de un grado es subtendido por un arco de longitud % :

b. Un angulo mide un radian, si es subtendido por un arco de longitud igual a un radio

Los grados y los radianes se utilizan, tanto para referirse a las amplitudes de los angulos
@ como a las longitudes de los arcos que los subtienden. jAmbas unidades también son
medidas de longitud!

Las unidades de medida de los angulos se encuentran relacionadas proporcionalmente por

2r X' en X" oz
360 x° x° 180
@ El superindice " en x" carece de valor numérico y solo indica que el &ngulo esta medido en

radianes.

. - cr T
Para transformar t° grados a radianes se utiliza la relacién t" =ﬁt°. Para transformar 6"

radianes a grados se utiliza la relacién
_ 180,
T

tO

EJEMPLO 2 CONVERSION DE GRADOS A RADIANES Y DE RADIANES A GRADOS
a. El angulo de amplitud t = 45° equivale a ( 45 )% = % ~0.7854 radianes.
o
180

c. El dngulo de amplitud t =1.64" también tiene amplitud (1.64 )@ ~ 93.965° .
T

b. El angulo de amplitud t = —18° también equivale a ( —18 ) % ~—0.31416 radianes.




d. El angulo de amplitud t = -5.072" equivale

f. El angulo de amplitud t =1° equivale a

UNIDAD 4.1 Antecedentes

(-5.072 )180 ~ —290.604° .
v
e. El angulo de amplitud t =1" radian equivale a
(1 )@ ~ 57.2856° .
VA
(1 )@ ~0.174533" .
T

143

Las funciones trigonométricas (basicas) con variable independiente t (el &ngulo central t en la
circunferencia unitaria) se definen con base en las coordenadas del punto de proyeccion p en los

ejes coordenados.

proyeccion del y

punto p (%o, Yo)

sobre el eje
(0rdenadas)

A

]

p (X,

' Y,)

proyeccion del
puntop (%o, ¥o)
sobre el eje

'x” (abscisas)

NP
2y

proyeccion del

puntop (X;,Y,)
sobre el eje
“x” (abscisas)

%\

)

p(Xx,, Y

f

FIGURA 8

proyecmon del
puntop (%o, Yo)
sobre el eje

‘v” (ordenadas)
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EJEMPLO 3 PUNTOS PROYECCION EN LOS EJES COORDENADOS

. 1 1 .
a. Las proyecciones de p 5 T2 en los ejes coordenados son:

eje de las abscisas p, ( % 0 j , eje de las ordenadas p, ( 0, —% j

b. Las proyecciones de P (—0.5, 0 ) en los ejes coordenados son:
eje de las abscisas p, (0.5, 0 ), eje de las ordenadas p, (0,0 ).
c. Las proyecciones de p (—0.4, —0.3 ) en los ejes coordenados son:
eje de las abscisas p, (0.4, 0 ), eje de las ordenadas p, (0, 0.3 ).
d. Las proyecciones de p (1, 0 ) en los ejes coordenados son:
eje de las abscisas p, (1,0 ), eje de las ordenadas p, (0,0 ).

Estamos en condiciones de definir las funciones trigonométricas (basicas).

DEFINICION 3 FUNCION SENO, FUNCION COSENO

Sean
i. La circunferencia de radio de longitud 1, y centro comn con el origen del plano cartesiano.
ii. py (%, .Y, ) el punto de la circunferencia de radio de longitud 1 que genera el angulo t con

lado inicial el eje de las abscisas.
Entonces, definimos y representamos:
a. La funcion “seno de t " por y, = f (t)=sent,

b. La funcion “coseno de t” por x, = f (t)=cost .

EJEMPLO 4 IMAGENES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
a. Los valores (imagenes) de las funciones trigonométricas (seno, coseno y tangente) del punto

1 1 , v .
p 22 en el circulo unitario son:

. 1
il. f(t)=cost==".
(t)=cost =
b. Los valores (imagenes) de las funciones trigonométricas (seno, coseno y tangente) del punto
p, (0,0.3) enel circulo unitario son:
i. f(t)=sent=0.3.
ii. f(t)=cost=0.
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/ SECCION 4.1
EJERCICIOS 1

1. Completa las tablas:

a.

GRADOS 0| 30 | 45 135 | 150 | 180
T | 7T | 27

RADIANES — —
3 2 3

b.

GRADOS 240 | 270 | 300

RADIANES | 7 4 5—7[ 7—” 11—” 27

6 4 4 6

2. Obtén los puntos proyeccion en los ejes coordenados.

(2]
. p > "4 )

b. P(-05,0).
p(lﬁj
2" 2

3. Obtén el valor del seno y del coseno que corresponden al punto p(—

V2
2

2

jde la
jde la

5. Los valores (imégenes) de las funciones trigonométricas (seno y coseno) correspondientes al

circunferencia unitaria.

w]

4. Obtén el valor del seno y del coseno que corresponden al punto p( L

E ’

™|

circunferencia unitaria.

1 1 : o
punto p > de la circunferencia unitaria.




SECCION 4.2 FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS Y
APLICACIONES

APRENDIZAJES

4. Extiende el concepto de
razon trigonométrica a fun-
cion mediante la elabora-
cion de una tabla o gréfica
de:

f(x)=senx, f(x)=cosx

5. Analiza e identifica los
parametros que aparecen
en las funciones:
f(x)=D +sen (Bx +
f(x)=D + cos x

D des

TEMATICA
4. Funciones trig

f(x)=senx, f(x

Grafica, dominio,
amplitud y perio
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TRAZO DE LA GRAFICA DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

1. Las funciones trigonométricas f (t)=sent y f(t)=cost son periodicas con periodo T =27,
esto significa que la forma que presenta sus gréaficas sobre el intervalo [ 0, 27 |, se repite en todos

los intervalos en la recta real de la forma
[2nz,2(n+1)7 ]
(n representa un nimero entero), es decir,
oy [-6z,-4x),[-4x,-27],[-27,0],[0,27],[ 27 ,4x ], [67,87 ], ---
2. Los valores (imagenes) de f(t)=senty f(t)=cost parat=0, % T, 327[ 27 los justifica,

la figura anexa y se observan en la tabla de la derecha (recuerda que p (cost,sent ) .

y
4 n(0.1)
Angulo 0 % r 37[ 2
—> t)=sent |0 0| - 0
p(-1,0) Ak . yit) ' '
p(1.0)
x(t)=cost [1]0|-1]|] 0 | 1
| p(0,-1)
FIGURA 1
. . 7 Stz Tr 1z .
3. Las imagenes bajo f(t)=senty f(t)=cost, para t=4 5 6 5 5 obtienen con, el

teorema de Pitagoras y las dos figuras:

angulo t

P2,
FIGURA 2
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estos son:
Angulo TS,z iz
g 6 6 6 6
1 1 1 1
t)=sent | = - e
y( ) 2 2 2 2
x(t)=cost BB B8
2 2 2 2
4. Los valores (imagenes) de f(t)=sent y f(t)=cost, cuando tzg, 37”, 57”, 7;[ se
obtienen aplicando el teorema de Pitagoras en las figuras,
2 2
PE ) p(2, )

angulo t

Ny

V2
2
2
p(‘%r'if) p(f!'%)
FIGURA 3
Por tanto,
; T 3 5 7
Angulo 7| 7”7 7 i
y(t)=sent N2 N2 A2 2
2 2 2 2
x(t)=cost N2 V2| 2 A2
2 2 2 2

5. El teorema de Pitagoras y las figuras justifican los valores (imagenes) de f(t)=sent y

f(t)=cost,para t= % 2?” , 4?” : 5?” mismos que se encuentran en la siguiente tabla.
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angulo t

FIGURA 4
Angulo % “r :;; gﬁ
y(t)=sent BB B8
2 2 2 2
x(t)=cost CX (I L
2 2 2 2

Las tablas de los incisos 2., 3., 4., y 5., justifican las representaciones graficas:

Ya f(t)=sent
1
0 Tt x m  2n3n5n
6 4 3 2 3 4 6
-1
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"4 f(t)=cost
1\ (t)=cos
o) T

6 4 3
-1

FIGURA 5

Llamaremos “ciclo” a cada una de curvas en las dos figuras anteriores, observa que cada “ciclo”
corresponde a un giro de 2z radianes del radio de la circunferencia unitaria, es decir, cuando la
variable t asume todos los nimeros del intervalo [0, 27 | .

EJEMPLO 1 CICLOS DE LAS FUNCIONES f (t)=sent y f(t)=cost.
a. La representacion graficade f(t)=sent sobre [0, 47 ] es:

y

A

1 /\ /\
>
3n 27 - (o] '\/rc 3\/71 5w 61 Tr 8n t

FIGURA 6

b. La representacion graficade f (t)=cost sobre [ 2,87 | es:
a
T 2n 3n 4m 5n 6m T 8 >t

1
FIGURA7

-3n 21 - (6]

c. La representacion graficade f (t)=sent sobre [ 0,87 | es:
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[ANANANNA
N RVAYAVAYA

FIGURA 8

d. La representacion grafica de f (t)=cost sobre [ 4z, 67 | es:

Ya
| \ /
>
3r  2n -m O T o 3n 4n v 6m Tn 8t t
-1

FIGURA 9

PROPIEDADES DE LA FUNCIONES ¢ (t)=sent Y f(t)=cost.

De lo tratado antes justifica las siguientes propiedades de
f(t)=senty f(t)=cost.
1. Tienen como dominio al intervalo (-, + ), cuya parte positiva se relaciona al angulo de

rotacion del radio de la circunferencia unitaria en levégira, y la parte negativa se relaciona al angulo
de rotacion del radio de la circunferencia unitaria en direccién dextrégira.
2. Su representacion en el plano cartesiano se muestra en las siguientes figuras:

AN AWAWAWA
VYV VL

FIGURA 10
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y
1

NANANAD
Y

) t

FIGURA 11

3. El recorrido (rango o conjunto imagen) es el intervalo[ -1 , 1 ], es decir,
rec(sent )=[-1,1]y rec(cost )=[-1,1].
4. Su valor méximo es el nimero vy, =1 y su valor minimo el nimero y,,, =-1.

Las funciones f(t)=sent y f(t)=cost se generalizan (introduciendo parametros) dando
lugar a las funciones senoidales y/o cosenoidales.

TRANSFORMACIONES EN f(t)=sent y f(t)=cost

La generalizacion de las funciones
f(t)=senty f(t)=cost
son las funciones:
f(t)=Asen(Bx-C )+Dy f(t)=Acos(Bx-C )+D,
A, B, C y D reciben el nombre de parametros y transforman la curva de la funcion
f(t)=sent (0 f(t)=cost)
de la siguiente forma:
a. El parametro A se denomina amplitud (siempre se considera positivo), si lo incluimos en
f(t)=sent (0 f(t)=cost)obtenemos
f,(t)=Asent (0 f,(t)=Acost),
la curva asociada se construye con la curva de
f(t)=sent (0 f(t)=cost)
tomando en cuenta:
i. Si 0< A<1, “contrayéndola verticalmente” de manera que oscile entre Ay — A.
ii. Si A>1, “dilatdndola verticalmente” de manera que oscile entre Ay — A.
iii. Si A< 0 serotar ~ radianes la curva obtenida en cualquiera de los incisos anteriores.
Observa las siguientes figuras:



i.Sio<A<l.
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f(t)=sent
/ fl(t):Asent

j\ fl(t)/:Acost %

f(t)=cost

> >
2 2 b0 a2 \’ 4 /37:/2 !
-1 -1
FIGURA 12
ii.Si A>1.
y y
4 f(t) ~Asent I f(t)=Acost
1
f(t)=sent /
-1
A -A
FIGURA 13
iii. Si A<O0.
Y A _ YA
R f(t)=Asent f,f}"Ase”t Al f(D=Ast F(t)=-Acmt
-A -A
FIGURA 14

b. El parametro B se llama frecuencia y se relaciona con el niumero de “ciclos” y/o la fraccidn de un
“ciclo” sobre el intervalo [ 0, 27 ], silo agregamos a la funcion
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f,(t)=Asent (0 f,(t)=Acost)obtenemos
f,(t)=Asen Bt (0 f,(t)= AcosBt)
con representacion en el plano cartesiano:

y
A 4 f(t)=Acos2t fz(t):Acosz—lt
A 4——f2(t):Asen2t A / \

4471>t 0 n 27 3 r
-A
A - \, f(t)=Acost
f(t)=Asent fz(t):AsenEt
FIGURA 15

El parametro B se relaciona con el periodo T (longitud del intervalo minimo en el que ocurre un
ciclo) de la funcion f, (t )= Asen Bt (0 f,(t )= Acos Bt), el periodo es
2r

T="
B

¢. La combinacién de los parametros B y C en la forma c se conoce como fase, su inclusion en

f,(t)=Asen Bt (0 f,(t)=AcosBt)
da
f,(t)=Asen (Bt-C ) (0 f;(t)=Acos (Bt—C)),
y se manifiesta mediante un desplazamiento horizontal de
B

C
unidades respecto a la curva asociada a f,(t)= Asent (0 f,(t)= AcosBt).

y

A y
f(t)=Asen (t+§) A f(t)=Acos(t+5)
A f(t)=Asent A///f(t):Acost
/f(t):Asen(t-%) \\\ ///

> \ >

% & \” 2 t <o\ ¢ 2
N\

A - A f(t)=Acos (t-¢)

FIGURA 16
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d. Si sumamos el parametro D a f,(t)=Asen (Bt—C ) ( f,(t)=Acos ( Bt—C )) obtenemos
f,(t)=Asen(Bt—C )+D (f,(t)=Acos (Bt—C )+ D)y su representacion grafica se construye
desplazando verticalmente la curva asociada a f,(t)=Asen (Bt—C ), (f,(t)= Acos (Bt-C))
D unidades.

EJEMPLO 2 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SENOIDALES (O COSENOIDALES)

a. Si f(t):gsen(2t+7r): dom( f )=(-o0,+00), amplitud Azg, rec(f):{—

[\

frecuencia B=2, periodo T = T x y fase (E:;: —% :

b. En f(t):—Zsen(;HZj: dom( f )=(-o0,+0o0), amplitud A=2. rec( f )=[-2, 2],

frecuencia B_—, periodo T ——”—47r y fase E:—f.
1 B 3
c. En f(t)= 4sen(t—7g) —o0,+), amplitud A=4, rec( f)=[-4, 4],
frecuencia B— perlodoT_i_Gn y fase E:5.
1 B 2
3
d. Para f(t):jcos(;t—gj: dom( f )=(-o0,+o0), amplitud A:i’ rec( f ):[—j, j]
C =«
frecuencia B—fyfas — ==
B 4
2 1 . 2
e. Si f(t)——3cos[3t—9j , entonces dom( f )=(-co,+o) , amplitud A=
rec( f )=[—2 2} periodo T—z—”—67z frecuencia B = - yfase c_r
3'3 1 B 3
3

EJEMPLO 3 TRAZO DE GRAFICAS DE FUNCIIONES SENOIDALES (O COSENOIDALES)
Traza la grafica de manera que muestre un periodo.

a.Sif(t)=2sen| 20-7 |, A=2,B=2,T=F — 1y
2

2]

w| O

-
.
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y
A

INAANA L
J UV VYV

NANANNANNL,
ATATAVAVATRTATAYATA

FIGURA 17
b.En f(t)= Esen(3t+7z) A= 3 , B=3, T—23—§ y fase %:—

FIGURA 18
QSf(Uzgm%?H—”jemesA_3 B=£,T=2”=4ny9:2”.
4 2 3 4 2 l B 3
z
y
1
-1
FIGURA 19
d.En f( )=4cos[ t—”J: A=4, B=2 T=2F _3,y C_7
6 3 2 B 4
3
Y A

\ //\ /\ /\ [
Y RViAViAVE

FIGURA 20
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tA=3,B=4,T="="rny EZ% . Rotacion de % radianes.

[4]

NN

e.Enf(t)=—3cos£4t_ j 2r 1 C

Ya

MNANN

TVVVIVV

FIGURA 21

O
g
—_

EJEMPLO 4 TRAZO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION SENOIDALES (O COSENOIDAL

z
4

w O

a. Si f(t)=cos (2t—§]+2, entonces amplitud A=1, frecuencia B=2 , fase

desplazamiento vertical
D=2yrec(f)=[1, 3].

Yo

AVAAVAAVATAVAYS

>
2z 4z 6 t

)

E)
@)
At

FIGURA 22

b.Si f (t ):—25en Est—;[}—l, entonces,

A=2 yrotacién de % radianes,

desplazamiento vertical
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a.

y
3
- >
FIGURA 23
EJEMPLO 5 RECONOCIMIENTO DE GRAFICAS
Determina la regla de correspondencia.
Ya En la figura de la izquierda observamos:
3 _
A_3 (2 3)—3, B=2, T—2—”—7r
ez , entonces S c="
G \/ \/ = B 4’ 2747772
5
B Por tanto, f (t)=3cos (Zt—”)
FIGURA 24 2
YA
De la figura de la izquierda:
> _2 (=
‘7 L t AZMZQ,BZZTZZLZ:”,
5 2 2
/ Ez—z,entonces e~ yC=
B 8 2 8
-6 Por tanto, f(t)=2cos ( ZJ
FIGURA 25
y
4‘ De la figura de la izquierda:
at-(0)_, B2, T2 g, C_7
2 2 2 6
3 3
0|z 16_9n>t entonces C=—,asi f(t) 2005('[—79[)-1-2.

FIGURA 26
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EJEMPLO 6 CONSTRUCCION DE FUNCIONES

Supdn comportamiento senoidal (cosenoidal) y determina: dominio, amplitud, recorrido, frecuencia,
fase y la regla de correspondencia adecuada.

T

w| O

a. Seno, amplitud A=3 y rotacién de % radianes. Frecuencia B=3 .Fase

desplazamiento vertical D=4 .
i.En f(t)=Asen (Bt—C )+ D, sustituimos A=-3, obtenemos

f(t)=-3sen (Bt-C )+D.
ii. En f(t)=-3sen (Bt—C )+ D, sustituimos B =3, obtenemos
f(t)=-3sen (3t-C)+D.

iii. De gzg y B =3 obtenemos 222 0 C:%. En f(t)=-3sen (3t—C )+ D, sustituimos
T
C= > obtenemos
f(t)=-3sen (St—Zj+D.

iv.En f(t)=-3sen (3t—C )+ D, sustituimos D=4, obtenemos f (t)=-3sen (3t—§j+4.

b. Coseno, amplitud A=2 . Frecuencia B = g.Fase :Z 3; y desplazamiento vertical D=-2.

i.En f(t)=Acos (Bt—C )+ D, sustituimos A=3, obtenemos f (t)=2cos (Bt-C )+D.

ii.En f(t)=2cos (Bt—C )+ D, sustituimos B = 2 obtenemos

f(t)=2cos (2t—C)+D.

iii. De c_3x y B= 2 obtenemos
B 8 3

- Toc-7
8 4

w0

sustituimos en
f(t)=2cos (gt—c j+ Dy
obtenemos

f(t)=2cos (

t+”J+D.
4

W N

iv. En f (t)=2cos (§t+2)+D sustituimos D=-2,

obtenemos
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f (t)=2cos [2t+ﬂj—2.
3 4

APLICACIONES

1. Una particula vibra verticalmente de acuerdo con la ecuacion
x(t)=0.05sen (4t ), con una velocidad v(t)=0.20cos( 4t ) y aceleracion descrita por la funcion

a(t)=-0.8sen( 4t ). Calcula su desplazamiento, su velocidad y su aceleracion cuando t=1.75z

segundos.
x(1.757 )=0.05sen ( 4(1.757 ) )=0.05sen( 7z )=0.

v(t)=0.20cos(4-1.75-7 )=0.20cos( 7-7 )=-0.20.
a(t)=-0.8sen(4-1.75-7 )=-0.8sen(7-7 )=0.

2. Una rueda con radio de longitud 5 centimetros y completa un giro cada 20 segundos, si las

funciones que describen la posicion del extremo exterior del radio son: x(t):5cos( 71r0tj y

y(t)=5sen( 71[Otj

Determina las posiciones de extremo exterior del radio alos 5, 10, 15 segundos.
Solucién
Alos 5, segundos:

x(5)=5<:os( %J:Scos(;rjzo y y(5)=55en( %J:Ssen(;rjzi

Alos 10 segundos:

x(10)=5cos( 110(;[j:5005(7r)=—5 y y(10)=55en( 110”j_55en(7r )=0
A los 15 segundos:
x(15):5005(j_5cos(3;j=0 y y(15)_53en(3:j=55en(7r):—5

3. Un corcho flota en la superficie de una alberca de acuerdo con la funcion h(t )= 3cos( %t j en

donde h(t) representa la altura del corcho respecto a la superficie del agua de la alberca a los t

segundos.
a. Determina el periodo de vibracion del corcho.
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b. Determina la amplitud de vibracion del corcho.
Solucién

2T _27 g
B

a. En h(t)=Scos(”tJ, B=" portanto T = =

4 4 a
4
b. En h(t)=300$(72t}, A=3.

4. Una particula se mueve de en movimiento arménico simple de acuerdo con la siguiente figura:
y (metros)

A
P>
0 2 \7 6 \/8 10 t(segundos)
-3

FIGURA 27

Determina si son verdaderas las afirmaciones.
a. El periodo (pulsacion) del movimiento es 4 segundos.
b. El movimiento tiene una amplitud de 6 metros.

. L 1
c. La frecuencia del movimiento es T

d. La ecuacion de movimiento es f (t )= 3sen( %t J metros.

Solucién
a. Verdadero, en la figura muestra dos ciclos y medio en t =10 segundos, por tanto, T =4.
b. Falso, A=3.

c. Falso, si T =4, entonces B =2—”=2—”=1.
T 4 2
d. Verdadero. 2Z=727, f(t)=3$en( th metros.

5. Un oscilador armonico describe la posicién de un objeto de acuerdo con la funcién

f(t)= 0.3sen( 27t +% j metros.

Escribir la posicidn del objeto en términos de la funcion coseno (positivo).
Solucion
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Para rescribir la funcién seno positiva como una funcion coseno positiva debemos desplazarla 5

. . . vy “ ” T H
radianes a la izquierda (la funcién coseno se encuentra “adelantada > radianes respecto a la

funcion seno), por tanto,
f(t)=0.3cos( 27t ).

6. Un movil describe un movimiento arménico simple de 5 metros de amplitud y 1.25 segundos de
periodo. Si inicialmente la amplitud es maxima y positiva construir la funcién senoidal que describe
su movimiento.

Solucién

La funcion es de laforma f(t)=Asen(Bt+¢ )

0 bien
f(t):Asen(ZT”HC j

Pero A=5y B=2_If[=12;[5=1.67r , por tanto, f(t)=5sen(1.6zt+C ) metros.

Por la condicion: “inicialmente la amplitud es maxima y positiva” tenemos
5=>5sen(1.6z( 0 )+C ) obien sen(C )=1, por tanto, C =% :

Por ultimo

f(t)=53en(l.67zt+727)

/ SECCION 4.2
EJERCICIOS 1

1. Determina: dominio, amplitud, recorrido, frecuencia, fase desplazamiento vertical.

a. f(t)=-2sen (t—;[j.

b. f(t )=§sen ( 2t

+
|
w

B5ly oy &N

t+

c. f(t)=4sen (
d. f(t)=5sen (

,_,
|

+

o

\ , N N
+
[y

gl Wk
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e. f(t):écos (Zt—ﬁJ—Z.
2 3

f. f(t)z—zcos [3t—”} +1.
4 3
. Traza la gréafica.

f(t)=4sen (Zt—ZJ

N

o

c. f(t) 3cos[1t—”)+1.
2 8
3, &

d. f(t) 25en(t—}+2.
2 2
3, &

e. f(t) 2005(t+]+2.
2 2

f f( )——25en(3t—§j—1.

3. Determina la regla de correspondencia de la funcidn con las caracteristicas sefialadas.

a. Senoidal, A——f y rotacion de ” radianes. B=3. S y D 1.
2 B 12 3
b. Cosenoidal, A=4. Bzg, E=£y D=5.
3 B 6
¢. Senoidal, A=7, B=1, =" y D=-3.
B 4
. C V4
d. Cosenoidal, A=1, B=3, oy yD=2.
. ., Vs . C =
e. Senoidal, A=4 y rotacién de > radianes, B=4, B8 y D=5.
f. Cosenoidal, A=2, Bzg E 4l y D=

g. Cosenoidal, rec( f )=[-1, 3], B=6 yfase —1— (dos respuestas).

h. Senoidal, rec( f )=[-4, 4], B =; y fase % (dos respuestas).

4. Determina la regla de correspondencia de la funcién acorde con la seccién de curva mostrada.
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a. b.
y yA
\T N N[ 3
7 g \
0 ﬂ\ 1l7r>t
3 1] \/ \/ 5
C. d.
"a Ya

5. La temperatura en una bodega con aire acondicionado oscila de acuerdo con la funcién

T(t)= 4cos( %t j+12 grados centigrados, t representa el tiempo en minutos.

Calcula:
a. La temperatura maxima y la temperatura minima.
b. La temperatura de la bodega a los 2.5 minutos de puesto en marcha el aire acondicionado.

c. El tiempo que transcurre para que se repita la temperatura (periodo o pulsacion).
6. Un engrane circular con radio de longitud 50 centimetros completa una revolucién cada
30 segundos, las funciones que describen la posicion del extremo exterior del radio son:

x(t)= 50cos( j y y(t)= 505en( % ) Determina las posiciones de extremo exterior del radio

alos 5, 10, 15 segundos.

7. Cierto felino, al respirar, inhala y exhala en ciclos de 6 segundos. El volumen maximo que pueden
contener sus pulmones es 8 litros y el volumen minimo 0 litros.

a. Suponiendo un modelo senoidal, construye la funcidén que describe el comportamiento del
volumen del felino en términos del tiempo.

b. Traza el gréafico correspondiente.

8. Un oscilador arménico describe la posicidn de un objeto de acuerdo con la funcién
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s(t)= 1003( 2xt-" j metros.
5 2

Escribir la posicion del objeto en términos de la funcion coseno (positivo).

9. Una masa sujeta a un resorte describe un movimiento arménico simple de 2 metros de amplitud y
5 segundos de periodo. Inicialmente la amplitud es méxima y positiva.

a. Construir la funcion senoidal que describe su movimiento.

b. Construir la funcién cosenoidal que describe su movimiento.
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/ SECCION 4.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1

GRADOS | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180

RADIANES | O

o N
IR
w|y
NN
w
SN
o

b.

GRADOS | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360

5 Ar 3z 57 1 11z
— | — | = | 2x

RADIANES | 7 | X
6 4 3 2 3 4 6

2. a. Eje de las abscisas p, ( % 0 j , eje de las ordenadas p, [ 0, —% j

b. Eje de las abscisas p, (0.5, 0 ), eje de las ordenadas p, (0,0 ).

c. Eje de las abscisas p, [ % ,0 ] , eje de las ordenadas p, ( 0, - ﬁ j

2
/3

e :sentzL.f(t)zcostzl.
2 2

3. f(t)=sent=—22. f(t)zcostz—\f 4. f(t)

SECCION 4.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS 1
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2. a
YA
4
74 g a2\ = | 37/ 2= Az >t
2
-4
b.
Ya
1
>
T @2 Q0 /2 z 3n2 2m Sw2 3m
/\/'? \/\/\/\/\/\/
c.
yA
\/4"\/\/\
2 0] 2 A 6 8m 97r>t
d.
yA
/\/\4
D>
-3 (@] 37 67 t
e.
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A AN

VUV

3. a. f(t)z—%sen (3t—Zj+$.b. f(t)=4cos (it—gj+5.c. f(t)=7sen (t—ZJ—B.
d. f(t)=cos [3t+§j+2.e. f(t)=—4sen (4t—72r)+5.f. f(t)=2cos uugj—z.

g. f(t)=2cos (6t+§j—ly f(t)=-2cos (6t+7£j+1.

h. f(t)=4sen (;t—”J y f(t)=—4sen Két—gj

9

4. a. f(t)=2cos (3t+3§j—1.b. f (t)=2cos (Zt—zérj—l.

c. f(t)=sen (;t— j—l.d. f(t)=2sen (4t—4éz)+1

z
4

5. a. T, =16y T,,=8, grados centigrados. b. T(t)=4cos( j+12z12.7071 grados

VA
4
centigrados. ¢. T =8 minutos.

6. Alos 5, segundos: x(5)=25y y(5)=25/3. A los 10 segundos: x(10)=-25 vy

y(10)=25./3. Alos 15 segundos: x(t)=-50y y(t)=0.

7. a.V(t):4sen(7:[j+4.b.

V (litros
( M )
10

0 10 t (segundos)

8. s(t)=Lsen(201). 9. a f(t)zzsen(o..em’;j.b. £ (t)=2c0s (0.67t ).
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[ UNIDAD 4 EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE

1. En una funcién periddica recibe el nombre de periodo y

tiene signo positivo.
2. Una funcién periddica tiene un patrén repetitivo, por tanto, su grafica puede construirse utilizando

el

3. Un éngulo mide un radian, si sus lados determinan

., 180 - ,
4. La relacion ——t" se utiliza para obtener el nimero de que
T

corresponden a t" radianes.

5. La proyeccion del punto de la circunferencia unitaria en el eje de

las ordenadas determina una de las imagenes de la funcion

6. La funcion f (t )=sen t tiene como conjunto imagen

7. Lafuncion f (t)=cos t tiene como periodo

8. Si en f(t)=senBt se incrementa B (entro), entonces

sobre el intervalo [0, 27 .

9. Las funciones f (t)=Asen(Bt—C )y g(t)=Acos(Bt—C ) reciben el nombre de

10. El valor minimo de la funcion f (t)= Acos t es

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)

1. Una funcion periodica puede tener periodo negativo. ( )

2. La amplitud de una funcion periodica es un numero positivo. ( )

3. Las razones trigonométricas son también funciones trigonométricas. ( )
4. Toda funcidn senoidal es periodica. ( )

5. Todas las funciones cosenoidales tiene periodo t =27 . ( )
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6. La curva asociada a f (t)=Asen t coincide con la curva asociadaa f (t)=Asen (t+4r).
7.Lafuncion f (t )=— Asen( Bt—C ) tiene amplitud — A. ( )

8. La media aritmética entre los valores maximo y minimo de una funcidn senoidal representa a su
amplitud. ( )

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES
1. Convierte 2° aradianes.

2. Determina: dominio, amplitud, recorrido, periodo, frecuencia, fase y desplazamiento vertical de la

funcion f(t)z—lsen [37zt—”j.
8 2
3. Traza la grafica de la funcion f (t)=2cos (4t—72[)+3.

. . 'y 1 ‘e Vs
4. Determina la regla de correspondencia de la funcion coseno con, A=§ y rotacion de 5

radianes respecto al eje de las abscisas, B=2. (B:z % y D= :‘3

5. Determina la regla de correspondencia de la funcion que tiene representacion grafica:
y

5

Olg T 197

APLICACIONES

1. Un oscilador arménico describe la posicion de un objeto de acuerdo a la funcion

s(t )=;sen[ Znt—Zj metros.

a. Escribe la posicion del oscilador en términos de la funcién coseno (positivo).
b. Calcula la posicién del oscilador cuando t=2.
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[ UNIDAD 4 SOLUCION AL EXAMEN

CONCEPTOS
COMPLETA LA FRASE

1. EL NUMERO T POSITIVO. 2. PATRON REPETITIVO. 3. UN ARCO DE LONGITUD IGUAL A

UN RADIO. 4. GRADOS t' =&9°. 5 p(x,y).6. EL INTERVALO [-1,1]. 7. T=2x. 8.

AUMENTA EL NUMERO DE CICLOS. 9. SENOIDALES O COSENOIDALES. 10. Al

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)
1.F.2.V.3.F.4.V.5.F.6.F.7.F. 8. V.

ALGORITMOS Y OBSERVACIONES
1. 2°~0.03490 radianes.

1 1 1 2 c 1
2, olom(f):(—oo,+oo),A=8,rec(f)=[—8 8},T=3, B=37, o=y D=0
3.
y
4
-2 ol 2 T
4. f(t)=—1cos (2t—”j+1.5. f (t)=2cos (4t—”j+3.
3 12 3 2
APLICACIONES

1.a. s(t)=;cos(27rt ).b. s(2)=05.
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