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Documento impreso o en linea elaborado para apoyar la preparacion de un examen extraordinario,
con base en el Programa de Estudio de la asignatura. Sera elaborado colegiadamente y deberé
incluir: a) introduccion; b) instrucciones; c) presentacion de cada unidad, indicando los conceptos
clave; d) sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico-practicas; e) autoevaluacion del
aprendizaje con base en problemas y preguntas representativas de los aprendizajes y f) fuentes
consultadas que deberédn presentarse en formato APA. Debe estar aprobada por una instancia de
Direccion correspondiente y ser utilizada, por lo menos, en un periodo de exdmenes.



(ntroduceron

Este documento tiene el propdsito de guiar y apoyar al estudiante (en particular a los
estudiantes del plantel Oriente) en la preparacion del examen extraordinario de la asignatura de
Célculo Diferencial e Integral I, que se imparte en el Colegio de Ciencias y Humanidades. ES
producto del interés y esfuerzo de un grupo de profesores del Area de Matematicas del plantel
Oriente del CCH. Se basa en el programa indicativo y vigente de la asignatura antes sefialada y
contiene las caracteristicas que definen a una Guia para Examen Extraordinario en el Glosario de
Términos del Protocolo de equivalencias.

Cada unidad se encuentra dividida en tres secciones, la primera seccion inicia presentando los
conceptos claves de toda la unidad, parte de los aprendizajes y tematica, asi como el desarrollo
disciplinario y didactico, de estos dos Ultimos aspectos. Utilizamos explicaciones teoricas, figuras y
una gran cantidad y diversidad de ejemplos préacticos totalmente resueltos que permiten al alumno
apropiarse de los conocimientos correspondientes. También proponemos un grupo de ejercicio para
que el alumno practique lo aprendido. La estructura de la segunda seccion solamente difiere de la
primera en que no incluye los conceptos clave. En la tercera seccion se observan las soluciones de
todos los ejercicios propuestos en las secciones 1y 2; también anexamos un el examen (con las
soluciones) de auto evaluacion con el fin de que el interesado mida los conocimientos y las
habilidades que adquirid. En la parte final presentamos las referencias, en que el estudiante puede
consultar los temas en los que desee profundizar; a los docentes les servird para enriquecer o

incrementar la complejidad de los ejercicios y contenidos abarcados en esta guia.

LOS AUTORES



INSTRUCCIONES
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La Guia para el Examen Extraordinario de Célculo Diferencial e integral | ha sido escrita para
que la utilices como apoyo y/o complemento en tu preparacion para presentar el examen
extraordinario de la asignatura del mismo nombre; para que repases, y/o conozcas los conceptos
basicos y practiques a fondo los algoritmos de mayor representatividad y uso en el estudio del
célculo diferencial a nivel bachillerato.

Debes leer la seccion (o la parte de tu interés) antes de intentar resolver los problemas ylo
actividades que te proponemos. Ten en cuenta que leer sobre matematicas es distinto a leer otro
tipo de documentos, tales como una novela, un periddico o hasta libros de otras ramas del
conocimiento. Regularmente las partes de textos de matematicas (de interés para el lector), se leen
y se releen varias veces para poder comprenderlas. Debes poner especial atencion a los ejemplos
resueltos y reconstruir su resolucion; utiliza lapiz y papel a medida que los leas y, a continuacion,
intenta resolver los ejercicios propuesto en la seccion. Siguiendo estos consejos seguramente
podras hacer tu tarea optimizando el tiempo e incrementando la comprension de conceptos y
habilidad en el uso de los algoritmos.

En el primer acercamiento a una unidad (o seccion) memoriza las definiciones y trata de comprender
los conceptos, sin embargo, no debes cometer el error de tratar como reglas a los ejercicios
resueltos que observes. Las matematicas no se aprenden memorizando, sino que son el arte de
modelar y posteriormente resolver problemas, jno se trata de memorizar problemas resueltos! Para

comprender significativamente una unidad o un tema, debes modelar y resolver problemas, muchos



problemas; haz todos los que puedas, intenta escribir las soluciones en una forma légica y
detalladamente, paso a paso. Por lo general, en la resolucion de un problema en matematicas se
realizan varios intentos, no te rindas ante un problema si no puedes resolverlo en los primeros
intentos. Los primeros intentos en la resolucion de problemas se relacionan con su comprension y
para esto se tienen que leer varias veces y relacionar con lo que ya aprendiste en tu curso y de los
ejemplos resueltos de la guia. Lucha con cada problema hasta que lo resuelvas; una vez que hayas
hecho esto unas cuantas veces, comprenderas el papel de las matematicas en los procesos
mentales del aprendizaje.

Las respuestas de todos los ejercicios y a todas las preguntas de los examenes propuestos de todas
las secciones y todas las unidades se encuentran en las secciones de fraccion .3. En caso de que tu
respuesta a cierto ejercicio difiera de la que te proponemos, no concluyas de inmediato que estas en
error, tu respuesta y la propuesta pueden ser equivalentes y estar enlazadas por medio de ciertas

consideraciones y ambas sean correctas.
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PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:
el alumno descubrira
intuitivamente el con-
cepto de limite, a tra-
vés de diversos pro-
blemas que involucren
procesos infinitos me-

PROCESOS diante los diferentes
registros: numérico,

INFINI,TOS YLA grafico o simbdlico

NOCION DE

LIMITE

CONTENIDO
SECCION 1.1 Procesos infinitos
SECCION 1.2 Nocion de limite

SECCION 1.3 Soluciones y evaluacién




2 UNIDAD 1 PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE

CONCEPTOS
UNIDAD1 ;..

NUmeros naturales (0 numeros enteros positivos). Se utilizan para contar, indican el total de
objetos en un grupo.

Proceso. La repeticion sucesiva de una fase, operacion o accion en el estudio y la modelacion de
un problema matematico.

Fase, etapa o iteracion. Cada una de las fases en un proceso.

Proceso finito. Si todas las etapas del proceso de pueden poner en relacion biunivoca (relacion
uno a uno) con parte de los nimeros naturales.

Proceso infinito. Si las etapas del proceso se pueden poner en relacion biunivoca (relacion uno a
uno) con todos los numeros naturales.

Limite. Ndmero al que se aproxima el modelo (funcion) de un proceso cuando la variable
independiente de una funcion es aproximada “tanto como se desee” a un nimero especifico.

Limite al infinito. Si al “incrementar indefinidamente” la variable independiente, la funcion (modelo)
se aproxima a un valor determinado.

L . 0 a
Indeterminacion. Son expresiones de la forma: o' 0 con a=0.

Suma. Proceso de suma que incluye un “numero finito de sumandos”.
Serie. Proceso ordenado de suma con un “nimero infinito de sumandos”.

S a .
Suma geométrica. Proceso ordenado de suma de » sumandos, tales que =~ =r, siendo » =0

al’l

constante, es decir, S=a+ar+ar’ +a®* +---+ar"*,cON a#0, r>0Yy r=1.

. sy . a .
Serie geométrica. Proceso de suma infinito ordenado, tal que —*X =, siendo » = 0 constante, es

aﬂ

decir, S=a+ar+ar?+a®>+---,cona=#0, r>0y r=1.
Término dominante. En un polinomio en la variable x, aquél término con mayor potencia en la
variable.



UNIDAD 1.1 Procesos infinitos

SECCION 1.1 PROCESOS
INFINITOS

APRENDIZAJES

1. Reconoce caracteristicas de
los procesos infinitos utilizando
alguno de estos procedimientos:
numérico, grafico o algebraico.

2. Identifica el patron de compor-
tamiento en un proceso infinito.

3. Reconoce un proceso infinito
de uno que no lo es.

4. Resuelve problemas en diver-
S0s contextos que involucren en
su solucién procesos infinitos.

5. Utiliza las representaciones
gréfica, tabular o algebraica de
un proceso infinito para analizar
Su comportamiento en cuanto
a: como cambia la variable, qué
comportamiento sigue, cuales
son los valores siguientes, y a
la larga como son estos.

6. Distingue aquellos procesos
infinitos que tienen un resulta-
do limite de los que no lo tienen.

TEMATICA

1. Situaciones numéricas, geo-
métricas o algebraicas, que dan
lugar a procesos infinitos.

2. Comportamiento de un pro-
ceso infinito: representacion
numérica, algebraica o grafica.

3



4 UNIDAD 1 PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE

En la presente seccion nos aproximamos intuitivamente e informalmente al concepto de limite
construyendo, y posteriormente analizando, diversos problemas matematicos cuyos modelos se han
construido a partir del analisis del comportamiento de sus etapas.

DEFINICION 1 PROCESO

La repeticion sucesiva y ordenada de una fase (iteracion, paso o etapa), cuyo estudio conduce a la
construccion de un modelo matematico.

Los procesos que estudiaremos en la presente unidad se encuentran aquellos que nos interesa
estudiar se encuentran:
Los procesos en los que el niumero de etapas concluye (procesos finitos).
Los procesos en los que siempre existe una etapa mas, es decir “nunca terminan) (procesos
infinitos.
Para contar el nimero de etapas de un proceso, éstas suelen relacionarse con los nimeros
naturales (o parte de ellos), recuerda que el conjunto de los nimeros naturales (también conocidos
como niimeros enteros positivos) es IN = {1, 2, 3, 4,--- },

los puntos suspensivos indican que éstos contindian indefinidamente.

EJEMPLO 1 PROCESOS NUMERICOS

a. El proceso de suma 1+2+3+4+5+---+n, es un proceso de suma finita (simplemente de suma)
y requiere de » etapas.

b. El proceso de suma a +ar +ar® +ar® +ar® +---, es un proceso de suma infinita (los puntos
suspensivos asi lo indican).

EJEMPLO 2 PROCESOS GEOMETRICOS

a. CUBRIENDO EL INTERIOR DE UN CUADRADO.

Se desea “cubrir” el interior de un cuadrado de lado de longitud 1 (figura anexa) utilizando el proceso:
Etapa 1. Con una superficie rectangular se cubre la mitad del cuadrado.

Etapa 2. Con una superficie rectangular se cubre la mitad de la superficie faltante en la etapa 1.
Etapa 3. Con una superficie rectangular ctbrase la mitad la mitad de la superficie faltante en la
etapa 2.

El proceso continda indefinidamente.

b. VARIANTE TERNARIA

Se va a “cubrir” el intervalo [0, 1 ] de la recta numérica de la siguiente forma.
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Etapa 1. Se cubre el tercio central.

Etapa 2. Se cubren los novenos centrales, de los tercios, no cubiertos en la etapa anterior.

Etapa 3. Se cubren los veintisieteavos centrales de los novenos no cubiertos en la etapa anterior.
Etapa 4. Se cubren los ochentaiunavos centrales de los veintisieteavos no cubiertos en la etapa
anterior.

El proceso puede continuar indefinidamente (proceso infinito) o detenerse en una etapa especifica
(proceso infinito).

— -
0 1

4—[ ]—» etapa 1
0 1

<_[ ]—> etapa 2
0 1

4_[ - — - — J— etapa 3
0 1

4—[-—- -—— -—— = | — etapa 4
0 1

EJEMPLO 4 OTROS PROCESOS
a. El costo de un automovil recién adquirido fue 1000000 pesos, anualmente su precio se devalua

un 15% . El proceso consiste en determinar el costo del automovil con el transcurso de los afos.
Etapa 1. Su costo al afio de adquirido es ( 0.85 )( 1000000 ) pesos.

Etapa 2. Su costo a los dos afios de adquirido es (0.85 ) 0.85 ) 1000000 ) pesos.
Ftapa 3. Su costo a los tres afios de adquirido es (0.85 ) 0.85 ) 0.85 ) 1000000 ) pesos.

El proceso puede continuar indefinidamente o detenerse en una etapa especifica.

b. Un persona aumenta su “peso” de 40 kilogramos un 4% mensualmente. El proceso consiste en
calcular el peso de la persona mensualmente.

Mes 1. El peso de la persona es (1.04 ) 40 ) kilogramos.

Mes 2. El peso de la persona es (1.04 )(1.04 ) 40 ) kilogramos.
Mes 3. El peso de la persona es (1.04 ) 1.04 ) 1.04 X 40 ) kilogramos.
El proceso de célculo puede continuar indefinidamente o detenerse en un mes especifico.

Un paso importante e imprescindible en el estudio de un proceso es la construccion de un
modelo (funcion) que lo describa.

EJEMPLO 5 CONSTRUCCION DE MODELOS
a. En el proceso de completar el area de un perimetro cuadrado de lado de longitud uno tenemos.
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e B BN

Con base en la figura anterior construimos la tabla.

Etapa 1 2 3 4 n

Aea | 1 1 1 1 | 1 1 | 1 1 !
cubierta 2 2 4 2? g 2° 16 2° 2"
Areatotal | 1 2° |3 2°-1|7 2°-1|15_ 2'-1 2" -1
cubierta 2 2 4 2° 8 2% |16 2¢ 2"

n

2 , .
Obtenemos el modelo 7 ( n)= ST n €s un numero natural y representa el nimero de etapa.

b. VARIANTE TERNARIA

Se va a “cubrir” el intervalo [0, 1 ] en la recta numérica de la siguiente forma.

Etapa 1. Se cubre el tercio central.

Etapa 2. Se cubren los novenos centrales, de los tercios, no cubiertos en la etapa anterior.

Etapa 3. Se cubren los veintisieteavos centrales de los “novenos” no cubiertos en la etapa anterior.
Etapa 4. Se cubren los ochentaiunavos centrales de los veintisieteavos no cubiertos en la etapa

anterior.
El proceso puede continuar indefinidamente (proceso infinito) o detenerse en una etapa especifica

(proceso infinito).

—| -
0 1

4—[ ]—» etapa 1
0 1

‘_[ — ]—» etapa 2
0 1

4_[ — —_ — — ]—> etapa 3
0 1

4—[-—- -— - " — | — clapa 4
0 1

Construiremos modelaos para las caracteristicas:
a. Numero de segmentos rectilineos para cubrir en funcion del numero de etapa.
b. Longitud del segmento rectilineo en la etapa.
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c. Fraccion del intervalo cubierta en la etapa.
Con base en la figura anterior construimos la tabla.

namero de longitud del ., :
. . fraccion del intervalo
Etapa | segmentos utilizados | segmento utilizado .
que falta por cubrir
en la etapa en la etapa
1 1 _ 20 1 — i E
B 3 3 3
1 1 4 2
_nl T = .
2 2=2 9~ 32 9" 3
1 1 g 2°
3 = 2 - = — _— =
4=2 271 3 271 3
1 1 16 2¢
j— 3 - = =
4 8=2 81 3¢ Y
1 2" 2
n 2n—1 R — _
371 317 ( 3 j

Con base en la tabla anterior las respuestas de las preguntas son:
a. Obtenemos el modelo f ( n ): 2", n esun nimero natural y representa el nimero de etapa.

b. Obtenemos el modelo /(7 )= 31 :( :1),) , n representa el nimero de etapa.

n

2 . .
c. Obtenemos el modelo f( n )= 3" s un nimero natural y representa el nimero de etapa.

EJEMPLO 6 CONSTRUCCION DE MODELOS (OTROS PROCESOS)
a. El costo de un automovil recien adquirido fue 1000000 pesos, anualmente su precio se devalla

un 15% . El proceso consiste en determinar el modelo que describe el costo del automovil como

funcion el transcurso de los afios.
Etapa 1. Su costo al afio de adquirido es ( 0.85 ) 1000000 ) pesos.

Etapa 2. Su costo a los dos afios de adquirido es (0.85 ) 0.85 ) 1000000 ) pesos.
Etapa 3. Su costo a los tres afios de adquirido es (0.85 ) 0.85 ) 0.85 ) 1000000 ) pesos.
El proceso puede continuar indefinidamente o detenerse en una etapa especifica.
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Etapa costo del automdovil en la etapa
1 (10.85 )(1000000 )= ( 0.85 )"( 1000000 )
2 (0.85 )(0.85 ) 1000000 )=( 0.85 )*( 1000000 )
3 (0.85 ) 0.85 ) 0.85 ¥ 1000000 )= ( 0.85 )*( 1000000 )
4 | (0.85) 0.85) 0.85 ) 0.85 X 1000000 )=( 0.85 )*( 1000000 )
n (0.85)"(1000000 )

El modelo es f(n)=(0.85)"(1000000 ), donde » es un nimero natural y representa el

ndmero de etapa.

b. Un persona aumenta su “peso” de 40 kilogramos un 4% mensualmente. El proceso consiste en

calcular el peso de la persona mensualmente.
Mes 1. El peso de la persona es (1.04 ) 40 ) kilogramos.

Mes 2. El peso de la persona es (1.04 ) 1.04 ) 40 ) kilogramos.
Mes 3. El peso de la persona es (1.04 ) 1.04 ) 1.04 X 40 ) kilogramos.

El proceso de célculo puede continuar indefinidamente o detenerse en un mes especifico.

Etapa peso de la persona en la etapa
1 (1.04 ) 40 )=(1.04 }'(40)
2 (1.04 X(1.04 ) 40 )=(1.04 )’(40)
3 (1.04 }(1.04 X(1.04 ) 40 )=(1.04 )*(40)
4 | (1.04)1.04)1.04)1.04 ) 40)=(1.04)*(40)
n (1.04)'(40)

El modelo es f(#)=(1.04 )'(40 ), donde » es un nimero natural y representa el nimero de

etapa.

La caracterizacion (determinacion de propiedades) es muy importante en el estudio de otros

procesos.
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a. Finta a+ar+ar’+ar® +ar* +---+ar"" .

b. Infinita a + ar + ar? + ar® + ar® +---.
En los cursos de calculo se justifica la propiedad 1.1.

PROPIEDAD 1 TOTAL DE UNA SUMA O DE UNA SERIE GEOMETRICA

a.Sia=0, 0<r<1, entonces

. _ 1-#"
. T=a+ar+ar’+ar’+ar*+-+ar"  =a

-7
. a
i.T=a+ar+ar’+ar®+ar*+---= ",

1-7

b.Si a#0, r>1, entonces
: 2 3 4 n-1 1-r"
. T=a+ar+ar®+ar’+ar” +---+ar :al .

—-r

ii. Se dice que T =a+ar+ar®+ar® +ar® +---, diverge (tiene suma infinita).

OBSERVACIONES:

Tantoen T=a+ar+ar’ +ar® +ar* +---+ar" comoen T =a+ar+ar’ +ar® +ar* +--- ;
i. Elnimero a se conoce como factor constante. El nimero » se conoce como razon.

I. El cociente de dos sumandos consecutivos (posterior entre anterior) es r .

EJEMPLO 7 TOTALES DE PROCESOS GEOMETRICOS INFINITOS

a. Determinacion del total del proceso 0.9 (la barra superior en el nueve indica que éste decimal se
repite indefinidamente. 0.9 significa 0.9 =0.99999- - -, por tanto,

9 9 9 9 9 ( 1 1 1 1 J

09=0.99999.--= ~ + ~_+ + = I
10 100 1000 10000 10 10 100 1000

: 9 . . ,
El factor constante tiene valor a = 0 El cociente de cualquier par de sumandos consecutivos

(posterior entre anterior) es » = 110 , esdecir 0<r<1. Por tanto es aplicable la propiedad 1. a. ii.

9
El total de la sumaes T = 1701 =1, es decir, 09=1.
1-—
10
b. Calculemos el total 7 de la serie l+£+i+ i+
2 4 16 64

1 1 1 1 1 1 1 1
T="4+"4+ "4 4= 14+ "+ —+...
2 4 16 o4 2
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. 9 . . .
El factor constante tiene valor a = 5 El cociente de cualquier par de sumandos consecutivos

(posterior entre anterior) es » = ; , es decir 0<r <1. Por tanto es aplicable la propiedad 1. b. ii.

1

Eltotales T=_ 2. =1,
1
1- =
2

c. La serie (suma infinita) 2+ 2% +2° +2* +--- puede rescribirse como
T=2+2"+2°+2" 4. =2(142+422 + 2% +-.. )
Tiene como factor constante a=2. El cociente de cualquier par de sumandos consecutivos
(posterior entre anterior) es » =2 >1, Por tanto, es aplicable la propiedad 1. b. ii.
Eltotal de lasumaes 7=2+22 +2°+2* +...= 2(1+ 2427 4+2° 4. ) diverge (“es infinito”).

d. La serie (suma infinita) 0.85+0.85° +0.85° +0,85" +--- , es de corte geométrico, nota:

0.85+0.85° +0.85° +0.85* +--- = 0.85( 0.85+0.85° +0.85° +--- )
tiene factor constante @ =0.85 y razon » =0.85, por tanto,

T =085+0.852 +0.85° +0.85° .- = 0.85( 0.85+0.852 + 0.85° 4 ... )= 20> _ 85 _17
1-085 15 3

17
converge a 3

e. La serie (suma infinita) 1.04 +1.04° +1.04° +1.04* +---, también es geométrica, nota
T=1.04+1.04% +1.04> +1.04* +.--=1.04(1+1.04+1.04> +1.04* +--- ).

Es decir, su factor constante es a=1.04 y razon »=1.04 , sin embargo, »>1 y como
consecuencia la propiedad 1. b. ii. indica que diverge (su “total es infinito”).

EJEMPLO 8 TOTALES DE PROCESOS GEOMETRICOS FINITOS
4 16 64 256 o o .
a.lasuma —+-——+ ——+ —— esgeomeétrica (verificalo) y es equivalente a
3 9 27 81
4 16 64 25 4 4 16 64
—F—t—+—=— 1+ —+—+—= |.
3 9 27 8 3 3 9 27

. ) 4 4 . .
Tiene razon r = 3 y factor constante @ = —, por la propiedad 1.a.i., su total es

r-| 2 1_(51: 4 1_(:j4 700
HRoRDak
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3 3.3 3 3 3 :
b.Lasuma —+—+ -+ —+_—+— equivalea
2 4 8 16 32 64
3 33 3 3 3 3 11 1 1 1
ettt —+—F = I+ S+ T+ T+ .
2 4 8 16 32 64 2 2 4 8 16 32

. , 1 3 . .
Tiene razon r = 5 y factor constante a = o> por la propiedad 1.a.i., su total es

Los procesos infinitos (y no infinitos) requieren de una notacion que los caracterice.

NOTACION 1 LA VARIABLE INDEPENDIENTE TIENDE O SE APROXIMA

La expresion n — +oc indica que el nimero de etapas de un proceso es infinito, (el proceso es
infinito).
La expresion » — a indica que tiene etapasa , es decir, el proceso es infinito.

NOTACION 2 LA FUNCION (MODELO) TIENDE O SE APROXIMA

Los simbolos £ ( n)— L indican que la caracteristica descrita por el modelo f( ) se aproxima
al namero (limite) L .

Los simbolos /(7 )—> o indican que la caracteristica descrita por el modelo f( ) crece
indefinidamente (es “muy grande”).

La combinacion de parejas de las notaciones anteriores da origen a las cuatro expresiones:
lz'mf(n):L, lz'mf(n):+oo, lim f(n):L y lim f(n):+oo,

con ellas representaremos:

NOTACION 3 REPRESENTACION DE PROCESOS

i. Zim f(n)=L,representa que un proceso es finito que tiene resultado finito (finito convergente).

n—a

i. lim f ( n ): +00, representa un proceso finito con resultado infinito (o divergente).

n—a

. lim f ( n ): L, representa un proceso infinito con resultado finito (infinito convergente).

n—>+0

iv. lim f ( n )= 400, Un proceso es infinito y tiene resultado infinito (infinito divergente).

n—>-+0

El nimero se llama L limite.
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EJEMPLO 9 NOTACION
a. En el proceso infinito del ejemplo 7.a. encontramos
9 9 9 9

09=0.99999.--= —+ —_+ + +oe=1.
10 100 1000 10000
Por tanto, en la notacion antes definida podemos escribir:
lim 09 =1.

b. En el proceso infinito del ejemplo 7.b. encontramos

1 1 1 1 1 1 1 1

T'=—+"4+—+_—+---= + -4+ -+ —+--- |=1.
2 4 16 64 2 [ 2 16 J

Por tanto, en la notacion antes definida podemos escribir:

(1 1 1 1
lim| —+=4+—+—+-- |=1.
o\ 2 4 16 64
c. En el proceso infinito del ejemplo 7.c. encontramos
T=2+2"+2+2"+...= 2(1+2+22 +2° 4. ) diverge.
En la notacion antes establecida queda
lim(2+2% +2° 42"+ )=+,

d. En el proceso infinito del ejemplo 7.d. encontramos

T =0.85+0.85* +0.85° +0.85" +--- = 0.85( 0.85+0.85* +0.85° +---

Utilizando la definicion antes descrita Zim ( 0.85 +0.852 +0.85° +0.85* +--- )=~

n—>+o0

/ SECCION 1.1
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. DECIMAL PERIODICO

Sea el proceso:

Etapa 1. 0.3

Etapa 2. 0.3+0.03

Etapa 3. 0.3+0.03+0.03

Etapa 4. 0.3+0.03+0.03+0.003

Etapa 5. 0.3+0.03+0.03+0.003+ 0.0003

El proceso se repite indefinidamente.

a. Expresa el proceso como una “suma geométrica infinita” en términos de potencias.
b. Verifica que el proceso es geométrico, obtén el factor constante a y la razon r.
c. Obtén la suma del proceso y clasificalo.
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2. BORRANDO UNA LINEA
De un segmento de linea recta de longitud uno se divide en tres partes iguales (en cada etapa) y los
dos tercios de la derecha se borran. Observa la figura.

etapa 1

etapa 2

etapa 3

a. Si n representa el nimero de etapa, Z () la longitud del segmento en la etapa 'y 7' () el
total del segmento rectilineo eliminado. Completa la tabla.

ETAPA L(n) T(n)

n

1

2

3

n

b. En la quinta etapa, ¢,cuél es la longitud que queda del segmento rectilineo?
c. En la sexta etapa, ¢qué longitud del segmento rectilineo ha sido eliminada).

3. CUBRIENDO UN CUADRADO
Sea un cuadrado con lado de longitud 1, considera el proceso (representemos por 4 ( » ) el &rea

sombreada en cada etapa):

Etapa 1. Utilizar una diagonal para dividir el cuadrado en dos triangulos congruentes y sombrear uno
de ellos.

Etapa 2. Dividir la parte sin sombrear en dos tridngulos congruentes y sombrear uno de ellos.
Etapa 3. Repetir el proceso anterior con el tridngulo sin sombrear.

Etapa 4 . Repetir el proceso anterior con el tridngulo sin sombrear.

El proceso anterior se efectia indefinidamente.

AKEE

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4
a. Construye un modelo que proporciona el area sombreada en cada etapa.
b. Calcula Zim 4 ( n ) y clasifica este proceso.
n—6
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c. Calcula Zim 4( n )y clasifica el proceso.

n—>+0

4. LONGITUD DE LA CURVA DE KOCH
Sea un segmento de recta de longitud 1, considera el proceso (representa por 7 ( » ) la longitud de

la curva en cada etapa):

Etapa 1. Divide el segmento de recta en tres partes de la misma longitud, suprime la parte central y
sustitiyela por dos segmentos de recta congruentes al segmento de recta eliminado (dos de los
extremos de los dos nuevos segmentos de recta son comunes y los otros dos extremos coinciden
con los extremos del segmento original).

Etapa 2. Divide cada uno de los cuatro segmentos de recta de la etapa anterior en tres partes
iguales, suprime las partes centrales y reemplazalas por con dos segmentos congruentes con las
partes centrales (antes eliminadas) de manera que dos de sus extremos sean comunes Y los otros
dos extremos coincidan con los extremos del segmento original.

Etapa 3. Se repite el proceso anterior con cada uno de los segmentos rectilineos de la curva.

VANt SN e PO

etapa 1 etapa 2 etapa 3
Etapa ». Se repite el proceso anterior con cada uno de los segmentos rectilineos de la curva de la
etapa anterior.
a. Completa la tabla.

ETAPA NUMERO DE LONGITUD DE CADA LONGITUD DE
n SEGMENTOS S SEGMENTO L LACURVA M
1
2
3
n

b. Construye el modelo que describe el nimero total de segmentos rectilineos hasta la etapa 7.

c. Construye la longitud del segmento rectilineo utilizado en la etapa 7 .

d. Construye el modelo que describe la longitud total de la curva hasta la etapa 7 .

e. Clasifica los procesos anteriores, utiliza la notacion lim f° ( n ): L para representar los procesos.

n—a



UNIDAD 1.1 Procesos infinitos 15

5. EL TRIANGULO QUE DESAPARECE
En el plano cartesiano, sea el segmento de recta O4 con extremos en los puntos O(0,0)y

4(1,1),sulongitud es sulongitudes d =-/(1-0 )* +(1-0 )’ =-/2 unidades.

Etapa 1. Se dobla el segmento de recta OA4 de manera que, junto con el eje de las abscisas genera
el tridngulo con vérticesen O(0,0), 4(1,1)y B(, 1), la suma de las longitudes de los
lados del triangulo que no se encuentran en el intervalo [0 , 1] es también @, =+/2.

Etapa 2. Se doblan los segmentos de recta OB y B4 de manera que, junto con el eje de las
abscisas, cada uno de ellos genere dos triangulos con vértice comin B (L, 0 ). Asi la suma de

las longitudes de los lados del tridngulo que se encuentran en el intervalo [O : 1] es también

d,=-/2.
Se repite este proceso indefinidamente.
y y
A
1 1
B
12
o 1 >x o 1 x
etapa 1
y y
1 1
178 /16
0 I x 0 1 x
etapa 3 etapa 4

a. Completa la tabla.

ETAPA | PERIMETRO | AREA

n p(n) | 4(n)
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b. Calcula Zim p(n )y clasifica el proceso.

n—> +o0

c.Calcula Zim A( n )y clasifica el proceso.

n—> +o0



SECCION 1.2 NOCION DE
LIMITE

APRENDIZAJES

7. Expresa simbolicamente el
limite de un proceso infinito si
éste existe.

8. Interpreta el limite de un
proceso infinito.

9. Resuelve problemas en di-
Versos contextos que involu-
cren en su solucion procesos
infinitos.

10. Identifica cual es el resul-
tado limite de un proceso in-
finito.

11. Establece el valor limite de
un proceso infinito dado en
forma algebraica, con base en
otras representaciones de di-
cho proceso.

TEMATICA
1. Acercamiento al concepto
de limite de una funcién.

Notacion de limite
lim f(x)=L"

X—=>x0
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La seccion anterior incluye las expresiones
limT(n)=L, limT(n)=+0, limT(n)=+wy lz’mT(n )=L,

X—>+0 x—>a

siendo la de mayor interés en los procesos del calculo diferencial im T(n)=L , una
x—>a
interpretacion “més cercana a la real” se basa en las siguientes figuras.
y Ya
A
f f

~

+

™

)

7

~

+

™

h
!
I
I
I
I
I
I
1
I
[
I
I
i
I
1

h
{
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

AN
sb————_——

v
A\ 4
=

+9d

|
T
o7}

L

La expresion lim f ( X )= L significa que si disminuimos el radio ¢ del intervalo centrado en

el nimero a (que puede no contenerlo) las imagenes bajo ( X ) de los nimero de tal intervalo
serdn mas proximas al numero L (limite de la funcién). En esta seccion son de nuestro interés las
propiedades operativas de lim f ( x )= L.

xXx—>a

PROPIEDAD 1 UNICIDAD DEL LIMITE

Silim f(x)=Lylim f(x)=M,entonces L=M .

La propiedad 1 asegura:
iSi existe el nimero Zim f ( x ), entonces tiene un valor dnico L!, y L no depende de la forma

xX—>a

en que se efectle la aproximacion de x al niamero a.
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En la evaluacion limites en los que intervienen las funciones algebraicas no debemos perder de vista
la propiedad 2.

PROPIEDAD 2 LIMITES BASICOS

Sea a un ndmero real, n es un nimero entero, entonces:
a.Si f(x)=C,entonces lim C=C.

X—>a

b.Si £ (x)=x,entonces lim x=a .

xX—>a

c.Si f(x)=x",entonces lim x" =a" .

X—>a

d. Si p (x ) esunafuncién polinomial, entonces Zim p (x )=p (a ).

X—>a

AN

e. Si r(x):p(x) es una funcion racional, entonces lm r( x )= (a)

siempre que
q ( X ) x—>a q ( a )

g(a)=0.

EJEMPLO 1 EVALUACION DE LIMITES BASICOS
a.Sea f (x)=12, entonces ll'n%f(x )=ll'n1812=12.

: 3 , . (3 3
b. Si f(x):z,entonces xﬁmlof(x):iims(4J:4'
c.i.Si f (x )=x, entonces lim f(x)= lim x=-14.

d.Si f(x)=;x3,entonces lim f (x )= lim 1x3=;(2)3=4.

x—>2 2
e.i.Si 7 (x)=2x*+5x-2, entonces
ll'nzlf(x )= ll'nzl(sz +5x-2 )=2( 1) +5(-1)-2=-5.

f.Si £ (x)=3x>-2x"—x+4, entonces

M@f(x)=ﬁ@(3f—2x2—x+4)=3(gj —2(2) _(2)+4=10_

2 w2 3 3 3
3 3
. x*—4x+6 [ x*-4x+6 ) (0)-4(0)+6 _
g-s'f(x):m*ii”%f(x)‘fi”%( ] J 0Fa o
| 6 x—6 5-6 1
hS =x7,l’ =l’ = = —,
)= e S () xl—>m5(x2+4x+16) (57 +4(5)+16 61

i.Si f(x)=3x—-/x—2,entonces
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lim f ( x )=Iz’né(3x—x/ﬁ):3(6 )—2-6=18—-/-4,

es decir, éste limite no existe, observa el signo negativo en el interior del radical.

R ox -1
.S =, |[——, ent
j.Sif(x) /x+3 entonces
5(1)-1 /Z
= |—=1.
1+3 4

lim f (x )= lim
PROPIEDAD 3 PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LIMITES

ox-1
x+3

x—1 xﬁl\
Silim f(x)=Lylim g(x)=L, existen, entonces:

a. Homogeneidad Zim (& )f (x )=(k )tim £ (x)=(k X L, ).
b. Aditividad lim[ f(x)tg(x)]=L,*L,.
¢. Producto: lim(fg)(x)=L,-L,.

f(x) L

d. Division; lim =, siempre que L, =0
wag(x) L

EJEMPLO 2 USO DE LAS PROPIEDADES OPERATIVAS
a lim (3x'~6)= lim (3x*)- lim (6 )  Propiedadb.

=(3 )Xhﬁl( x* )+ 2 Propiedad a.
— _ 4 _ [
=(3)(-1)-6=-3. Evaluacion.
, x* -1 xlinzz(xs _1) .
b. Iim = Propiedad c.
+>-22x+5 lz'nzz( 2x+5)

Iim ( x* )- lim (1

= *2( ) H*Z( ) Propiedad b.
2 zz'nzz( x )+ ll'nzz( 5)

) ( P )3 1 L Evaluacion.

(-4)+5

Si “la sustitucion” del numero al que tiende la variable en la regla de correspondencia de la

funcion produce indeterminacion 8, la propiedad 4 puede ser de utilidad
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PROPIEDAD 4 COMPORTAMIENTO ALREDEDOR DEL NUMERO a.

Si f=genelintervalo I, aelylim g(x)=L,entonces lim f(x)=lim g(x)=L.

X—>a Xx—>a xX—>a

La propiedad anterior fundamenta la estrategia 1.

ESTRATEGIA 1 EVALUACION DE LIMITES

Verifica que es posible aproximarse a x = A, en caso afirmativo sustituye x =a en f (x):
i.Si 7 (a ) existe, entonces tim f(x)=f(a).

Xx—>a

ii. Si £ (@ ) noexiste, entonces Zim f ( x ) no existe.

X—>a

Si obtienes una indeterminacion 8, lim f ( x ) puede existir y deberés utilizar la propiedad 4.

X—>a

Las factorizaciones son de gran utilidad en la simplificacién de funciones y posterior evaluacion de
limites.

a’*-b*=(a-b)(a+b),

x> +(a+b)x+ab=(x+a)(x+b),
a’+b° =(a+b)( a® —ab+b? ),
a®-b® =(a—b)( a’ +ab+b® ),

a” -b" =(a—b )( a"t+a" 7t ¢+ )

EJEMPLO 3 EVALUACION DE LIMITES
En todos los casos, la sustitucién de x =a en la funcion 7 se obtiene la forma indeterminada 8,

jverificalo! por tanto, por tanto, la estrategia 1.1 te sera util.

2 2 _
a. En lim * 5% tenemos f(x)=" 8x _ x(x 8)=x siempre que x =8, entonces
x>8 X — x—8 x—8
2_
lim 8x:lz'mx:8.
x—>8 X — x—>8
b. En lim 16-x _tenemos f(x):16 X :(4 x)(4+x):4+xsiempreque x#4,
wa d—Xx 4—x 4—x
entonces
2
lim =lim (4+x)=8.

x—4 4—X x4
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2 2 _ _

¢ En lim 2024 onemos f(x)="= 10x+24 _(x-6)x 4)=x—4 siempre

x> 6 x—6 x—6 x—6

2_
que x =6, asi lim w:ﬁm(x—4)=6—4=2.
x—6 x—6 x—>6

d. En lim 2)6;1 tenemos f (x )= x+l il siempre que

1 x’ +8x+7 ¥ +8x+7 (x+7)(x+1) x+7
x # —1, de donde, /im X+l 0 =—1.

o1 X2 +8x+7 —1+7

x-2 _(a—2)(xri2)_ (x+2),

e.En lim —=—"_ setiene f(x )=
HZ( x/7 x/i—x/i Jx -2
siempre que x = /2, entonces hm( I_lz’né(ﬁﬂﬁ):xEjoE:Zﬁ.
2
FEN Iim 9624-87)64-7 tenemos / (x )= x? +8x+7 (x+1)(x+7):x+7 siempre que
=1 x"—6x—7 x? —6x—7 (x+1)(x—7) x—7
x*+8x+7 . x+7 -1+7 3
x#-1,luego, lim —————— = lim = =——.
o1 x? —6x—7 —>2x-7 -1-7 4
g. Para lzmi,es f(x)= 3x_5 x2_5 = : cuando
=5 x* ~125 x*-125 (x-5)x2+5x+25) x?+5x+25
x¢5 aS| llmi hm # L
55 5% —125 55y +5x+25 75
h.Si lim 7“)”9_3, entonces
xX—> x
f(x)_x/x+9—3_(xx+9 BXx/x+ +3) x+9-9 1
X (x/x+ +3) (x/x+ +3) Jx+9+3°
Jx+9-3  lim 1 1

siempre que x =0 ,luego, lim ————
x—>0

X =0 x+9+3 6

I.En lim la sustitucion de x, =-8 en f (x ) conduce a la forma indeterminada

-8 X+8

1 1 .
= =, por tanto, lim no existe.

-8+8 -8 X+8

j- En lim

12 ) la sustitucion de x, =12 en / (x )=

9
conduce a la forma 0"

9
(x-12)?

.o 9 .
asi, lIim 5 NO existe.
x> 12 ( x-12 )
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LIMITES CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINITO

En la seccion previa se “dimos significado a la expresion” lim f ( n ): L, en términos de los

‘procesos infinitos”, tal significado es impreciso y se encuentra en el contexto de los procesos
discretos. Ahora aclaremos el significado de:
lim f(x)=Lylm f(x)=L,six escontinua,

X—>+00 X—>—®0
VA VA VA
f S S

L+c¢ L+e L+£\
\> —

L L L—

L-¢

L-¢ L-s/

> > >

Observa que en las figuras, a partir de la linea recta vertical de ecuacion x=K (K >0) la curva
asociada a la funcion 7 se encuentra contenida en la franja (verde) del plano cartesiano que
determinan las lineas rectas de ecuaciones y=L—& Yy y=L —¢&, al disminuir el numero ¢, la
franja y=L—¢&y y=L —¢& se hace mas angosta y la linea recta vertical x=K se desplaza a la
derecha, conservandose el comportamiento antes sefialado.  Este comportamiento se
simbdlicamente como

lim f(x)=L.

X—>+

Enelcaso Zim f(x )=L el comportamiento es similar al anterior pero, la curva asociada a la

X—>—©

funcion y la franja amarilla se observarian en el segundo cuadrante del plano cartesiano

PROPIEDAD 5 COMPORTAMIENTO DE x" CUANDO r»>0.

Si » >0 es un numero racional y £ un nimero real, entonces:

a. lim i=0y lim ir:O.

P x> —o x

b. Si x” esta definido, entonces lim ir:O.

X—> -0 x

El calculo de limites de las formas

2 n 2 n
ao +a1x+a2x +"'+an.x , ao +a1x+a2x +"'+anx

lim
voi0 by + b X +b, X%+ b X" T s by +bx+byx? 4o+ b x"
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(donde » y m son nimeros enteros) se realiza a partir de la propiedad 6.

PROPIEDAD 6 DE LOS TERMINOS LIDERES (DOMINANTES

a.Sea f(x)=a, +ax+---+a,x" talque a,x" es el término lider, entonces
7 7 n
lim f(x)=lim ax".

X—> +o0 X—> 400
b. Si f(x) y g(x) son funciones polinomiales con términos lideres a,x" y b, x"
respectivamente, entonces

f(x)_ l axn f(x) g aﬂxn .

lim , asi mismo lim = Ilim
x—>+oog(x) x—>+oob x" x—>oog( ) x—)—oobmxm

Las propiedades 5 y 6 fundamentan la “estrategia 2”.

ESTRATEGIA 2 EVALUACION DE LIMITES

1. Verificaque / esté definida para asignaciones “extremadamente grandes” a x.

2. Selecciona los términos dominantes, del numerador y del denominador.

a. Si el término dominante del numerador es de menor potencia que el término dominante del
denominador, entones el limite de la funcion es 0.

b. Si ambas términos dominantes tienen igual potencia, entonces el limite de la funcion es el
cociente de los coeficientes de los términos dominantes.

c. Si la potencia del término dominante del numerador es mayor que la potencia del término
dominante del denominador, entones el limite de la funcién no existe (recuerda que esto se
representa por + oo 0 —oo).

EJEMPLO 4 EVALUACION DE LIMITES CUANDO LA VARIABLE CRECE INDEFINIDAMENTE

a. Puesto que /im is r=8>0, portanto, /im ig =0.

x—>+0 X x>+ X

b. Si lim L—%J,entonces r=4>0y lim L—QJ:O.
X

X—> —0 X—> —0 XS
1 4
c. Si lim entonces r=—>0y /im -——=0.
X— +0 \/7 8 X—> +© 8 X
d. En lim ——O, x <0, también r_f,portanto lim sizo.
x—> —0 \/7 x—> -0 A[X

e. Si lim L—Z?J,entonceSr=6>oportantolz’m (—Z?J:O.
X X

X—> =% x—> —0
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2y2x-4 _ :
f. En lim 8x4+2x los términos dominantes so 8x* y 4x?, por tanto
X—>+00 X —
8x% +2x—4 8x?
lim %: lim Lz: Iim 2=2.
X—>+0 4x —9 x—>+0o 4X X—>+0

, 7x-5 _ .
g. En lim ————, los términos dominantes son 7x y 3x?, entonces
o0 3X +x+1

Tx-5 , Tx , 7

lim —————=Ilim _——=Ilim _—=0.
oo X +x+1 x40 3X x>0 X
4
h. En lim w los términos de mayor potencia son 6x* y x, entonces
X—>+00 X —
4 4
lim wzlz’m 6L:§lz’m x® = +oo.
X—>+0 2X—7 X—>+00 2x 2 X—>+0
: y 2x—4)(x-7)(2x-6) .
I. En la evaluacion de lim ( a )3(x ) g * ),prlmero se desarrollan los productos y
x>0 X (3x+8)

luego se utilizan los términos dominantes, obtenemos

3 2 3 2 6
lim (2x—4)(x-7) £2x—6):h,m (2x )’(x) gZx):h,m 16xG :E.
X—>—0 x3(3x—|—8 ) X—>—0 x3(3x) X—>—® 27.x 27
j.En lim M los “términos dominantes” son ~/x y —+/x , asf
B e

, X+/x+-/9

im ~——M — — =-1,

N N

S fim XX B

A= 17 7 observaque +/x no esté definida si x <0, entonces
sow  3—4/x

lim X+A/X+ x/g
vom  3—n/x
/ 3 5
| Para evaluar im0~ Ux +3x
x> +00 ‘\/E + %/27)(3
A6x —x +3x

lim

no existe.

los términos dominantes son ~/16x y +/4x , luego:

«/16)(? _ 4x/; _

lim lim 2.

X—>+0 *\/E-F 3&/27)(: X—>+00 x/ﬂ B X—>+0 2»\/; B

/ SECCION 1.2
EJERCICIOS PROPUESTOS
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1. Evalla los limites.

2. Desarrolla ilustrando el uso de las propiedades operativas propiedades operativas de los limites.
. lim x(x4 -2° X x+2).

«

. lim

. lim

. lim

. lim

. ll'm(5x4 —x*+5x° +x—6 )

x—0

CoxP—x+2
im ———.
o x-3
2
2x-1
x—>-15x+2

x—2

. En caso de existir evalle el limite propuesto.

t* -5t-14
—»1  t=T

t> +6t+9
>3t +Tt+12

x> -1
11 (x—1)2 .

x> -3
X1 (x—l)2 '
x> -9

v>3 2Xx—6

. lim

. lim

. lim

3.

w2 —Adw+4
w— 2 W2—4 .

5x* +x®-2x-76

lim 3 5 )
-2 X° —2x° +x+18
. x*—x-6
lim
x—3 x_3
. 2% +t-6
lim
2_
lim 3p” -3
p—1 p—l

, 1
e. Iim
=1\ x+3

2_
kim0 —16

v—> 4 x/;—zl
| lim \7/54“}’_\@

h—0 2h

., J2h+3-h
m. llm _—

h—3 h—3
3/x -2
n. im ——.
x—>8 x—8
, 4x?% + 2x?

0. lim S
x40 2X° +x—1
—5x*+2x* -4
. X—> +0 2x+3 .
q. lim _1-3¢
. X—> +0 x5+2x2+4.

4 2
r. lim (x-1)(2x+3) :

X—>—o x4(2x+1)3
s I 49x +3/x +1
' X—>+00 4\/;_4\/;_2 )
¢ i x4 3x +4/x°
v 332 348
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D/ SOLUCION ES g.TIIEI)RA(EIIJC}OS PROPUESTOS

/ SECCION 1.1 SOLUCIONES
AEJERCICIOS

1. DECIMAL PERIODICO

a. 0.3+0.03+0.003+0.0003+:--- = 3 1+ i+i+i+--- .
10 10 100 1000
3 1 1 o
b.a=_—yr=_"--.c. T=>, proceso infinito convergente.
10 10 3
2. BORRANDO UNA LINEA
a.
ET::PA I ( " ) T ( " )
: 1 2
3 3
, 1 8
9 9
1 26
3 _ e
27 27
( 1 J 3"-1
n —
3 3"

(1Y 1 C(3°-1) 728
b. lzm — :—.C.hm Qa6 = —,
243" wos| 3 729

3. CUBRIENDO UN CUADRADO

2" -1 2°-1 63

a A(n)= 5o b. lim 4 (n) 55 = gy PIOCESO finito convergente (resultado finito).
, 2°-1 63 e -
c. lim 4 (n)= S = gy Proceso infinito convergente (resultado finito).

4. LONGITUD DE LA CURVA DE KOCH
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ETAPA NUMERO DE LONGITUD DE CADA LONGITUD DE
n SEGMENTOS § SEGMENTO L LA CURVA M
1 4 L 4
3 3
2 16 = 4? 1=(1T (ﬂz
B 9 3 3
1 (1Y 4\
3 =43 — =] = =
e 21 ( 3 J 3
n 4" 1 " ( 4 J"
3 3
b S(n)=4"c L(n):(;j d M(n):(gj |

e. lim S(n )= lim 4" =+, proceso infinito divergente.

n—>+x0

lim L(n)= lim

n—+w n—»+oo

lim M (n )= lim

n—>+00

n—>+00

5. EL TRIANGULO
a.

n—>+w0

[ ; j =0, proceso infinito convergente con limite 0.

4 P
( 3 J = +00, proceso infinito divergente.

QUE DESAPARECE
ETAPA | PERIMETRO | AREA
n p(n) A(n)
1 1++/2 1
+ A 4
1
2 1+ \/E -
8
1
3 1+ x/i E
1 n+l
n 1+ \/5 ( E j
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b. Zim p(n)=1+-/2, proceso infinito con resultado finito.

n—> +00

c. lim A(n)=0, proceso infinito con resultado finito.

n—> +o0

/ SECCION 1.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS

1. a. -6.b. —l.c. 1.d..2.e. l.
10 2

2. a. Propiedad d. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion 0.

b. Propiedad d. Propiedad b. Propiedad a. Evaluacion, — 2

3.a.9.b. 0.c. Noexiste. d. No existe. e. 3. f.0. g. —ﬁ.h. 5.1.7.).6.k 32.1. L .
7 4./5

m.—g.n 0. +00.p. —00.(. —3.r.0.s.z. t. 0.

.E.
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[£ UNIDAD 1 EXAMEN

1. Sea un tridngulo rectangulo con catetos de longitud uno.

Etapa 1.

Localiza los puntos medios de cada lado, supon que son los vértices de un cuadrado (el otro vértice
es el punto de interseccion de los catetos) y traza un cuadrado y calcula su area.

Etapa 2.

Repite el proceso anterior con los tridngulos generados en la etapa 1.

Etapa 3.

Repite el proceso anterior con los tridngulos generados en la etapa 2.

N
\\
AN SN

Si el proceso se repite indefinidamente, construye el modelo 4 ( n ) que describe el area de la

region cubierta por los cuadrados en la etapa » proceso, clasificalo como convergente o divergente,
si es el caso determina su total.

Evalla los limites.
2. lz’mo(x+x/x+1 X3x+2 ).
3
3 im 2T
t— -3 t+ 3

. 2z3-2z2-47+16
4, Iim .
-2 z+2

4 —
5. Iim u —16

3 .
u—>1 U -8

Jh+4 -2
B

6. lim

h—0

2
_— (3x+1) (x—2)(2x+1)_
x> x?’(2x2 +1)
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o [ 16X+ Ax +8/x

X+ '\/36)6 + 3\/27)C

[ UNIDAD 1 SOLUCION AL EXAMEN

1 A4(n)= 2 -1, A(n ):1—21", n es un ndmero natural. Converge a ;

n

g. |\210 existe (divergente)
4, 28.
5.1
6.
1.
8.

WIN O b




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:
el alumno interpretara
el concepto de deriva-

da a partir del anélisis
de la variacion y de la
razon de cambio, al re-
solver problemas en

EL CONCEPTO DE diferentes contextos
DERIVADA, cuyos modelos sean
VAR|AC|ON funciones polinomiales.
Y

RAZON DE CAMBIO

/

CONTENIDO
SECCION 2.1 Cambio y razén de cambio promedio

SECCION 2.2 Cambio instantaneo, concepto de derivada

SECCION 2.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS
CLAVE

Funcion. Relacién o modelo entre dos variables, que transforma un ndmero (asignacion a la
primera variable) en un Gnico nimero de la segunda variable.

Partes de una Funcién. Regla de correspondencia, dominio y recorrido (rango).

Funcion polinomial.  Su dominio es el conjunto de los nimeros reales. Su regla de
correspondencia es p (x)=a,x"+a, X" +---+ax’ + a,x* + ax* +a,.

Funcidn lineal. La funcion polinomial con regla de correspondencia p (x ) = alxl +a,.

Funcion cuadratica. Funcion polinomial con regla de correspondencia p (x )= a,x® +ayx' +a,.
Funci6n clbica. Tiene regla de correspondencia p (x )= asx® +a,x? +ax* +ay .

Razon. Comparacion de dos cantidades (con distintas unidades) utilizando una division.

Cambio en una variable. Diferencia (resta) entre dos asignaciones numéricas.

Cambio en una funcion. Diferencia (resta) entre dos imagenes.

Razon de cambio en promedio. Division con: denominador resta de dos numeros distintos del
dominio; numerador resta entre las dos imagenes correspondientes al dominio.

Funcion “razén de cambio en promedio”. En una razén de cambio promedio es variable uno de
los elementos de la resta, como consecuencia, es en el numerador es variable la imagen
correspondiente.

Pendiente. Nimero que indica el nivel de inclinacion de un segmento rectilineo (o una linea recta)
en el plano cartesiano.

Linea recta tangente. A una curva en un punto P es una recta que toca a la curva solo en dicho
punto, llamado punto de tangencia o de contacto.

Linea recta normal. Linea recta perpendicular a la linea recta tangente, contiene el punto de
tangencia (o contacto).
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SECCION 2.1 CAMBIO Y RAZON DE
CAMBIO PROMEDIO

APRENDIZAJES

1. Reconoce en diversos contextos
la variacién y la razon de cambio en
funciones lineales. Explica el signi-
ficado de la razén de cambio y veri-
fica que es una constante, a través
de procesar la informacion de las
situaciones planteadas.

2. Reconoce en diversos contextos
la variacién y la razén de cambio de
las funciones cuadréticas en un in-

tervalo dado, a través de procesar la

informacion de las situaciones plan-
teadas.

3. Reconoce en diversos contextos
la variacién y la razon de cambio de
Las funciones cubicas en un inter-
valo dado, a través de procesar la
informacion de las situaciones plan-
teadas.

TEMATICA

En diferentes contextos,
variacion y razén de cam-
bio promedio e instantan-
neaen:

1. Funciones polinomiales
de grado no mayor a tres.
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Una funcion real de variable real es un “modelo matematico” que describe el comportamiento de
dos variables (la dependiente) en términos de la variable de la que es controlada (le asignamos los
valores 0 numeros). En esta unidad nos concretaremos a estudiar los elementos que destacan en la
descripcion del cambio de una funcion real de variable real sobre un intervalo de su dominio.

DEFINICION 1 CAMBIO EN UNA FUNCION

Sea: lafuncion f: I — IR, sean x, Yy x, € I, entonces:
a. El nimero Ax = x, —x, es el cambio (incremento) de la variable x enelintervalo [ x, , x, ].
b.Si f ( X )y f (x2 )son las im&genes de x, y x, respectivamente, el cambio o incremento de

lafuncion 1 es Af=f(x, )—f(x ).

Ciertos modelos de situaciones reales de diversas ramas del conocimiento son funciones que
relacionan una variable independiente x con una variable dependiente y =7 (x ), si la variable

independiente cambia de un valor inicial x, a otro valor x,y la otra variable lo hace desde
n=s(x)hasta y,=f(x, ), larazén de cambio promedio de y =7 (x ) con respecto al
cambio en la variable x sobre elintervalo [ x; , x, | es

S (% )=f (%)

Xy =X

, siempre que x, # x;.

DEFINICION 2 RAZON DE CAMBIO PROMEDIO COMO NUMERO Y COMO FUNCION

Sea: lafuncion f:I —> IR, x, Y x, € 1, entonces:
a. Si Ax=x,—x, (x,#x, ) el cambio de x y Af=f(x, )—f(x ) es el cambio
correspondiente en / , entonces el nimero
7(x )= Ao )
X=X
es la razon de cambio promedio de # sobre el intervalo [ x, , x, |.

siempre que x, #Xx;),

b. Sean Ax = x —x, un cambio (0 incremento) en la variable x y Ay =f (x )—f (x, ) el cambio
correspondiente en la funcion # , entonces la funcion

e AV ACYY

siempre que x # x, ),

se conoce como “funcion razon de cambio promedio” asociadaa / sobre [ x, , x |.

EJEMPLO 1 CAMBIO, CAMBIO PROMEDIO DE UNA FUNCION LINEAL
El modelo P ( X ): 4x describe el perimetro de un cuadrado de lado de longitud x (evidentemente

x=>0).
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a. Si x cambia de 4 a 12, entonces el cambio en la variable “longitud de lado” es Ax =12 -4 =8.
b. Puesto que
p(4)=4(4)=16y p(12)=4(12)=48,
el cambio en el perimetro en el intervalo [ 4 , 12 | es
Ap=48-16=32.

c. La razon de cambio promedio de p ( x )=4x sobre el intervalo [ 4 , 12 ] es

— 32

p= 5 =4,
d. Sobre el intervalo [ 4 , x | , tenemos:

p(4)=4(4)=16y p(x)=4x,

entonces

- 4x-16 _4(x-4)
prm— = :4
p(x) x—4 x—4 ’

es la funcion que describe la razén de cambio promedio (por el contexto del problema x>0).

EJEMPLO 2 CAMBIO, CAMBIO PROMEDIO DE UNA FUNCION CUADRATICA
La caja de la figura no tiene tapadera y sus dimensiones dependen de la longitud de altura, que
representamos por la variable (independiente) no negativa x .

La funcién (cuadratica) que modela su area tiene regla de correspondencia
A(x )=(x+1)(x+2 )+2x( x+1)+2x(x+1)
0 bien
A(x ):5x2 +9x+2,si x>0
a. El cambia de la altura sobre el intervalo [1, 5] es Ax=5-1=4 unidades. También:
A(5)=5(5)+9(5)+2=172y 4(1)=5(1)+9(1)+2=16
luego, el cambio en su area es de
Ad(x)=A4(5)-A4(1)=172-16 =156 unidades,
y la razén de cambio promedio del area del area respecto al cambio en la altura es:
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A(5)-4(1) 156
Ax 4
b. Si la altura cambia de cambia de 1 a x unidades, entonces la funcidn que describe la razon de
cambio promedio del rea es:
Z(x):A(x)—/1(1):5x2+9x+2—16:5x2+9x—14
x-1 x-1 x-1

39.

A(5)=

=5x+14,si x #1,

es decir,
A( x )=5x+14,si x=1 (por el contexto del problema x >0)..

EJEMPLO 3 CAMBIO, CAMBIO PROMEDIO DE UNA FUNCION CUBICA
La caja de la figura no tiene tapadera y sus dimensiones dependen de la longitud de altura que esta
representada por la variable (independiente) x no negativa.

La funcién (ctbica) que modela su volumen es
V(x)=x(x+1) x+2)=x>+3x*+2x,con x>0.
a. Sila altura cambia de 1 a 5 unidades, este cambio es Ax =5—-1=4 unidades.
Puesto que:
V(x)=x%+3x"+2x,
V(5)=(5)+3(5)+2(5)=210y ¥ (1)=(1)+3(1)+2(1)=6,
el cambio en el volumen sobre [1, 5] es
AV =V (5)-V(1)=210-6=204,
por tanto, la razén de cambio promedio del volumen respecto al cambio en la altura es:
V(5)-7 (1) 204
A 4
b. Si la altura cambia sobre el intervalo [1, x ], entonces la funcién que describe la razon de
cambio promedio del volumen al cambiar la altura es:
7 (x)= V(¢ )—V(l):x3+3x2+2x—6
x-1 x-1
V(x)=x*+4x+6,si x=1 (por el contexto del problema x>0).

V(5)= =51,

=x?+4x+6,si x#1, 0 bien,
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PROPIEDAD 1 FUNCION RAZON DE CAMBIO PROMEDIO DE UNA FUNCION POLINOMIAL DE
GRADO TRES EN EL INTERVALO [ x, , x ].

Sea / una funcion definida sobre el intervalo [ x; , x |:
a.Si f(x)=4x®+Bx*+Cx+ D, entonces

f(x ):A<x2+x-x1 +x7 )+B(x+x1 )+C,si x#x, .
COROLARIO
b.Si £ (x)=dx?+Bx+Cy x=x,entonces f(x)=A(x+x, )+B.
¢.Si f(x)=Ax+By x#x, entonces f(x)=4A.

Hagamos algunos calculos.

EJEMPLO 4 OBTENCION DE LA FUNCION RAZON DE CAMBIO PROMEDIO

Apliqguemos la propiedad 1.c y obtengamos la funcion “razén de de cambio promedio” sobre el
intervalo solicitado.

a.Si f(x)=8x+2y[3, x] entonces 4=8y 7 (x )

b.Si £ (x)=-10x+6,entonces A=-10y f(x )=—

EJEMPLO 5 FUNCION RAZON DE CAMBIO PROMEDIO COMO FUNCION
Apliquemos la propiedad 1.b y obtengamos la funcién “razén de de cambio promedio” en el intervalo
solicitado.

a. Si f(x)=-4x*+2x—5sobre [1, x ], entonces 4=-4, B=2, C=-5y x, =1, si los
sustituimos en 7 ( x )= A( x+x, )+ B obtenemos

f(x)=—4(x+1)+2.
b. Si f(x):;x2—6x+10 y [-3, ], entonces A:;, B=-6, C=10y x,=-3.

Sustituimos estos nimeros en 7 ( x )= 4( x+x, )+ B y obtenemos

7(x)=g(x-3)-6.

EJEMPLO 6 CAMBIO PROMEDIO COMO FUNCION

a. Si f(x)zix3—2x2+3x—12 sobre [4, x |, entonces A==, B=-2, C=3, D=-12

N

y x, =4. Sustituimos estos numeros en
f(x )=A(x2 +xx, X )+B( x+x )+C
obtenemos
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f(x ):ill(x2+4x+42 )—2(x+4 )+3,0bien 7 (x ):ixz—x—l.

b. Sea f(x)=8x*~25¢en [0, x ], entonces 4=8, B=0, C=0, D=-25y x,=0.
Sustituimos estos nlimeros en
f(x )=A(x2+x-xl+x12 )+B(x+x1 )+C
y obtenemos
7 (x)=8(x*+x-0+0% )+0( x+0)+0, entonces / (x )=8x".

/ SECCION 2.1
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Obtén la “raz6n de de cambio promedio” en el intervalo solicitado.
a. f(x)=6,sobreelintervalo [ -2, 2].

b. £ (x )=12x, sobre el intervalo [1, 8 ].

c. 1 (x)=—15x, sobre elintervalo [ -5, 8 ].

d. /(x)=-4x+6,sobreelintervalo [0, 6 .

e f(x)= ;x 6, sobre el intervalo [ -1, 3 ].

f. f(x)=x"-4,sobreelintervalo [ -2, 2].

9. f(x)=2x*-5x+1,sobre elintervalo [1, 3].

h. £ (x)=-x®+2x-1,sobreelintervalo [ -2, 0 ].

f(x)=x>+4x*—x+4,sobreelintervalo [1, 5].
j. f(x)=-2x*+x*+4x+2,sobre elintervalo [0, 2 ].
f‘

(x)=x%-x?, sobreelintervalo [ -1, 1].

2. Calcula la funcion razon de cambio promedio en el intervalo sefialado.
a.Para f(x)=-12 sobre [8, x |.

b.Para f(x)=8sobre [-2, x .
c. Para f(x):—x+9 sobre el intervalo [ 3, x ].
(x)=

d.Para f( x
e.Si f(x)=—4x*+x+5en [0, x].

6—3x, sobre el intervalo [ -5 , x |.
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f.Si f(x ):;x2—2x+4 sobre [1, x |].

g f(x)=-3*+5x+2en[3, x]
h. f(x)=-x*+2x*-x+2en[5, x]|.

3. La longitud de las doce aristas de un cubo de lado de longitud x se describe por la funcién
I(x)=12x,siempre que [0, x |, ¢cudl es la funcion razén de cambio promedio?

4. Relacion de variacion directa: si y varia directamente con x (equivalentemente, es directamente
proporcional a x ), entonces existe una constante m diferente de cero, tal que y=mx, en
funciones esto se escribe 7 (x)=mx, cuando [0, x |, ¢cudl es la funcion razén de cambio
promedio?

5. El area de una superficie cilindrica de altura fija de longitud » se modela por la funcion
A(r)=2zhr+2zh r?, definida sobre el intervalo [ 0, » ]. Determina la funcién que describe el
cambio promedio del area en términos del radio.

6. Con 300 metros de cerca se quieren limitar dos terrenos rectangulares iguales (de las mismas

dimensiones) de manera que tengan un lado de la cerca en comdn, vea la figura anexa.
X X

X X
La funcion que describe la situacion es: A( X )= 200x — gx2 , Slempre que 0<x<75.
Construye la funcién que describe el cambio promedio del &rea en términos de las base de los
rectangulos.
7. La funcién que describe el comportamiento del volumen de un tanque cilindrico (altura #>0
conocida y constante) cuyos extremos estan coronados por semiesferas es

4 .

V(r)=nhr? +§m3,3|empre que >0y h>0.

Obtén la funcion que describe la razon de cambio promedio del volumen respecto al cambio en el
radio.
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8. El volumen de un cubo de lado de longitud x esta descrito por la funcion ctbica 7 ( x )=x2,

siempre que x > 0. Construye la funcion que describe su razén de cambio promedio respecto al
cambio en la longitud del lado.




SECCION 2.2 CAMBIO INSTANTANEO

CONCEPTO DE DERIVADA

APRENDIZAJES

5. Utiliza a los procesos infinitos
como una forma de obtener la razén
de cambio instantanea de una fun-
cion polinomial y la interpreta como
un limite.

6. Identifica a la derivada de una
funcién polinomial en un punto co-
mo el limite de las razones de cam-
bio promedio.

7. Interpreta en el contexto de una
situacion o problema modelado por
una funcién polinomial, la informa-
cién que proporciona su derivada.

8. Calcula la pendiente de la recta
tangente en un punto de la grafica
de una funcién polinomial, como el
limite de las rectas secantes.

9. Calcula la derivada de funciones
polinomiales con grado menor 0 i-
gual a tres, en un punto, usando el
limite del cociente de Fermat.

10. Utiliza la funcién derivada para
resolver problemas en diferentes
contextos.

TEMATICA
Concepto de derivada:

1. Notacién.

2. Representacion alge-
braica.

3. Derivada de funciones
del tipo: f(x) =cx "

4. Reglas de derivacion

para:

- Funcién constante.

- Funcion lineal.

- Constante por una funcién.

- Suma de funciones.

- Producto de funciones.

- Cociente de funciones.

- Funciones del tipo
(f(x))"con f(x)

polinomial y 7 un

ndmero racional.
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Algunos de los modelos que describen el comportamiento de situaciones de diversas ramas del
conocimiento (Fisica, Quimica, Biologia, Economia, entre otras) son funciones que relacionan una
variable “dependiente” y = f ( x ) con otra variable “independiente” x . Si la variable independiente

cambia del valor inicial x, a otro valor x, la variable y= 7 (x )lohacede f(x, )a f(x)yla
razon de cambio promedio de y = £ ( x ) con respecto a la variable x en el intervalo [ x, , x | es
definida por la relacion

F(0)-f(5)

f(x)=

Es frecuente que el intervalo donde se requiere calcular “la razon de cambio promedio” sea de
la menor longitud posible”. El estudio de estas situaciones conduce a definir la “razon de cambio
puntual’ de y = £ (x ) en el punto de la recta real (0 nimero) x,, de la siguiente forma

f"(xl ): lim f(‘x)_f(xl )

X—>X1 X — xl

DEFINICION 1 RAZON DE CAMBIO PUNTUAL COMO NUMERO Y COMO FUNCION

a. Sea f:1— IR una funcion real de variable real, tal que x, € 7, la razon de cambio puntual de
f en x, eselnimero

f'(xl )= lim f(x)_f(xl): lim S +ax)=f(x)

X—>x] X=X Ax—0 Ax

! . .« s
b. La “funcién razén de cambio puntual’ (representada por f (x )) asignada a la funcion f
transforma a todo niimero x, € / en su razon de cambio puntual.

f’(x):lz'mf(x)_f(x)z lim S (x+ax)-f(x)

t—x t—x Ax—0 Ax

NOTA.
En la definicion 1:

f(x)_f(xl)oes f’(x):lz’mf(x)_f(x)

e [im “cociente de Fermat”.
X=X X — xl t—x I—x

e lim f(x1+Ax )_f(xl ) 0 lim f(x+Ax )_f(x) es el “cociente de Newton”.
Ax—>Ax Ax Ax—0 Ax

e Ambos “cocientes” conducen al mismo resultado.

EJEMPLO 1. RAZON DE CAMBIO PUNTUAL (APLICANDO EL COCIENTE DE FERMAT)
Obtengamos la funcion que describe la razon de cambio instantaneo en el niumero x, .

a.Si f(x)=3x-2,si x,=6.
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I f(x )=3x—2
i. 7(6)=36)-2=16.
_3x-2-(16)_3x-18_3(x-6)

. 3

. f(x) x—6 x—6 x—6

iv. f’(6):lz'n¢63:3.

b.Cuando £ (x )=3x*+4,si x, =-2.

i f(x)=3x"+4

i. £(-2)=3(-2)+4=16.
2 2

i“j(x)zsx +4-(16) _3x —12:3(x+2)(x—2):3x_6l
x—(-2) x+2 x+2

iv. £(-2)= lim 3(x-2)=-12.

c.Para f(x)=2x*-x*+2x-1,si x, =0.

i f(x)=2x%—x"+2x-1.

i. 7(0)=2(0)-(0)*+2(0)-1=-1.
(

3 2 3 2
iii.7(x)=2x -t +2(xo_)1_ 1) 20—ty o
T

X

iv. £'(0)=tim(2x? —x+2 )=2.

x—0

En el ejemplo 2 resolvemos el problema anterior utilizando

f(x1+Ax)—f(x1).
0 Ax

£ )= lim

EJEMPLO 2. RAZON DE CAMBIO PUNTUAL (APLICANDO EL COCIENTE DE NEWTON)
a.Si f(x)=3x—2,six, =6.

i £(6+Ar)=3(6+Ar )-2=18+3Ax—2=16+3Ax

i. 7/(6)=36)-2=16.

I 16 +3Ar—16  3Ax
ii. £(x)= ~ =T
iv. £ (6)= tim(3)=3.

Ax—0
b. f(x)=3x*+4,si x, =—2.
i f(x)=3x"+4.

3.
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i, f(—2+A0)=3(-2+Ax ) +4:3(4—4(Ax)+(Ax)2 )+4:16—12(Ax)+3(Ax)2.
ii. £(-2)=3(-2)+4=16
2 2
Fx)= 16 —12(Ax)+3(Ax)* 16 _ —12(Axi: 3(Ax)” _ _12+3(),

Ax
v. f(-2)= A1;';30(—12+3(Ax))=—12.
c. f(x)=2x-x*+2x-1,si x, =0.
I f( )=2x —x%+2x -1
(0

0+ Ax f¥ +2( 0+ Ax )—1=2(Ax)* —(Ax)* +2(Ax)-1.
~1=-1.

+Ax )=2(0+Ax )’ -
f(0)=2(0)3—(0)2+2(0

\—//-\

i 7 (x )= 2(Ax)* - (Ax) z(m) 1-(-1)_ Z(M)g_(z)ZJFZ(Ax):Z(Ax)Z—(Ax)+2
v f(0)=Al){Zq(2(Ax)2—(Ax)+2)=2

EJEMPLO 3. FUNCION RAZON DE CAMBIO (APLICANDO EL COCIENTE DE FERMAT)
a. f(x)=6x+8.

f(t)=6¢+8
i 7 (x)= 6/+8-6x+8 6:—6x _6(r—x)

t—x r—x t—x
N.f(x)zMn6=6

t—x

=6.

b. f(x)=4x*-2x+2.
i f(t)=4r" —2t+2

o a?—2s2- (A2 -2x42) M- 242-4x2 4202
ILf(x): t—x - t—x

A o) el v )=20imx)

t—Xx t—x

N.f(x):HM[41+x)—2]=4(x+x)—2=8x—2

t—x

c. f(x)=x*-x-2.
i f(t)=>-1-2.
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— :ts—t—Z—(xg—x—Z ): x> —t+x :(t—x )(t2+tx+x2 )—(t—x)

i. f(x)

t—x r—x t—x
=12 +x+x° -1

iv. f’(x ):Zz'm(t2 +ix+x° —1>:x2 +x2+x2-1=3x2-1.

X—>X

Se resuelve el ejemplo anterior utilizando el cociente de Newton.

EJEMPLO 4. FUNCION RAZON DE CAMBIO (APLICANDO EL COCIENTE DE NEWTON)
a. f(x)=6x+8.

i f(x+Ax)=6(x+Ax )+8.

i. f(x+Ax)—f(x)=6(x+Ax )+8—(6x+8)=6Ax

I 6AX

ii. f(x):E:&

iv. ' (x)=lim 6=6.

b. f(x)=4x"-2x+2.
i f(x+Ar)=4(x+Ax  —2( x+Ax )+2.
i, £ (x+an)—f (x)=4(x+ax P —2(x+Ax )+2-(4x2—2x+2 ).
= 4x? +8x(Ax)+ 4(Ax)* —2x — 2(Ax)+ 2 —4x® +2x -2
= 8x(Ax)+4(Ax)* —2(Ax)
I 8x(Ax)+ 4(Ax)* — 2(Ax
ii. £(x)= (ax) (Ax) (ax)

iv. £ (x)=lim =(8x+4(Ax)-2 )=8x—-2.

Ax—0

:8x+4(Ax)—2.

c. f(x)=x*-x-2.
i f(x+Ax )=(x+Ax )’ —(x+Ax )-2.
i, £ (x+an)—f(x)=(x+ar P—(x+ar)-2-(x*-x-2)
=x° +3x2(Ax)+3x(Ax)2 —x—(Ax)-2-x®+x+2
= 3x?(Ax)+3x(Ax)’ —(Ax)

i, 7 ()= 3 (A 3§£Ax)2 (A 57 3g(an)-1.

Iv. f’(x): lim :(3x2+3x(Ax)—1):3x2 -1.

Ax—0
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El proceso de célculo de una funcion derivada se simplifica aplicando la siguiente propiedad.

PROPIEDAD 1 DERIVADA DE UNA FUNCION POLINOMIAL

a.Si f(x)=K,entonces c;fzf'(x )=0.
X
b.Si f(x )= Ax+ B, entonces 6;f(x)zf (x)=4.
X
c.Si 1 (x)=Ax*+Bx+C, entonces a;f(x)=f'(x)=2Ax2+B.
X
df :

d.Si f(x)=A4x®+Bx® +Cx+ D, entonces d—(x )=f (x)=34x" +2Bx+C.
x

EJEMPLO 5. OBTENCION DE LA FUNCION DERIVADA DE FUNCIONES POLINOMIALES
a. La funcién f ( x )= —14 es lineal (en particular constante), por tanto, f '( X )= 0.

b. Lafuncién £ ( x )=13x—8 es lineal, portanto, 7 ( x )=13.

c. f(x )=—§x+5 es lineal, por tanto, /' ( x ):—2.
d f(x)=-7x° —;x—8 es una funcién cuadrética, entonces £ ( x ):—14x—;.

e. 7 (t)=12r-1)=2/>— esunafuncion cuadrética, entonces f (¢ )=4¢ —1.
f. 7 (w)=w?+2w+7 es unafuncion cuadratica, entonces £ (w )=2w+2.

9. f(x)=

h.Si f(z)=z%(z+6)-5z, entonces f(z)=z3+62>~5zy f (z)=32% +12z 5.
i.Si £(y)=(p+2)?(y-1) entonces 7 (y)=1°+3y° -4 luego f (y )=3y +6y.
j.Sig(t)=(t+2) entonces g (¢ )=r+6:2+12+8y g (1 )=3*+12r +12.

—4x% +2x% —8x +11 es una funcion cibica, entonces £ ( x )=-12x? +4x 8.

. e . ! . .7 .
En el plano cartesiano xyla funcion derivada f (asociada a la funcion f ) describe el
comportamiento de la pendiente de la linea recta tangente, a la curva asociada a la funcion 7 en
sus puntos (x , V ) Si x=x,, lalinea recta tangente en el punto ( x, , y, ) ala curva asociada

/ tiene pendiente m= f '(xo ). De acuerdo con la forma punto pendiente de la linea recta
y—yo =m(x—x, ), lalinea recta tangente tiene ecuacion:

y—f(xo ):f,(xo )(x—xo).




UNIDAD 2.2 Cambio instantaneo, concepto de derivada 49

El lector debe tener en cuenta:

i. Una linea recta tangente a una curva, interseca (sin cruzarla) a esta en un solo punto
(localmente), el punto de interseccion (o corte) se conoce como punto de tangencia.

ii. La linea recta normal es perpendicular a la linea recta tangente en el punto de tangencia.

y .
A curva asociada

a la funcion f

linea recta

linea recta normal

tangente

flx) fp=—===-

punto de tangencia

(x,.f(x,))

La ecuacion de la linea recta normal asociada a la curva de 7 en el punto de tangencia

(xo . f (x,)) tiene ecuacion y— £ ( x, ):—,;(x—xo ).

f(xo)

EJEMPLO 6. ECUACION DE LA LINEA RECTA TANGENTE Y DE LA LINEA RECTA NORMAL
Sea la funcion con regla de correspondencia f ( x )= ;xz —x+4. Obtén la ecuacion de la linea

recta tangente y la ecuacion de la linea recta normal a la curva asociadaa / si x=2.

Ordenada del punto de tangencia £ (2 )= ;( 2 -(2)+4=4.

LINEA RECTA TANGENTE

Funcion derivada asociada f ( x )=x—1.

Pendiente de la linea recta tangente m, = £ (2 )=2-1=1.
Ecuacion de la linea recta tangente y—4 :1(x -2 ) en laforma general x—y+2=0.

LINEA RECTA NORMAL
La pendiente se obtiene mz, - m, =1, luego (1 )-m, =-1, de donde m, =—1.

Ecuacion de la linea recta normal y—4 =(—1 Y x—2), enla forma general x+y—-6=0.

EJEMPLO 7. ECUACION DE LA LINEA RECTA TANGENTE Y DE LA LINEA RECTA NORMAL
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Sea la funcion con regla de correspondencia f (x )= x® —x® +x+2. Obtén la ecuacion de la
linea recta tangente y la ecuacion de la linea recta normal a la curva asociada a / en el punto de
tangencia 7'(1, 3 ).

Si sustituyes las coordenadas del punto 7(1,3) en f(x )=x>-x*+x+2 obtienes la

identidad 0 =0, por tanto, el problema esta bien planteado.
LINEA RECTA TANGENTE

Funcion derivada asociada f” ( x )=38x2 — 2x +1.

Pendiente de la linea recta tangente 1, = £ (1)=3(1 )2 —2(1)+1=2.
Ecuacion de la linea recta tangente y —3 = 2(x —1), en la forma general 2x— y+1=0.
LINEA RECTA NORMAL

La pendiente se obtiene mz, - m, =1, luego ( 2 )-m, =—1, de donde m, = —;

Ecuacion de la linea recta normal y —3 = [ - ; J( x-1 ) , en la forma general x+2y—7=0.

/ SECCION 2.2
EJERCICIOS PROPUESTOS

[EEN

. Obtén la funcion derivada.
f(x)=-36,enx,=4. f (4)=0.

=

b f(x)= :,en v =8. 7 (8)=0.

c. f(x)=-12x,en x,=0. f (0)=-12.

d. (x):§x+16 en x,=-3. 1 (- ):i.

e f(x)=—4x2+2x+1,en x,=2. f (2)=-14.
f. f(x):3x2—2x+1,en x; =1. f’(l):lzl.

9. f(x)=x*-2x2+x-9,en x,=0. 7 (0)=1.

h. f(x):§x3—3x2+5x—2,en x=-1. f (-1)=13.

2. Aplica la definicion 1 y obtén la funcion ‘razon de de cambio instantdneo” en el nimero x;
indicado.
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C. f(z)=—62+2.
1
d. =——1t-15.
v(t) 5!
w):—4w2—3w+l.
1
=2y*-"y.
y)=2y" =y

9. g(x)=2x>-x%+5x-6.
h(p)=-p°—8p°+5p.
3. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente y de la linea recta normal.

a f(x)=4x*+2x-8si x=1.
b. f(x)=x>-x*+2x-8si T(1,-6).




23 SOLUCIONES Y EVALUACION

&

SOLUCION A EJERCICIOS
PROPUESTOS

EXAMEN DE LA UNIDAD /

SOLUCION AL EXAMEN /
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So L U C I O N ES g.TIIEI)RAéII)C?OS PROPUESTOS

SECCION 2.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS

1.2 0.b. 12.c. —15.d. 4. e, ;.f. 0.9.1.h 4.0.54.}. ~10.k. 1.

2.a. f(x)=0.b. f(x)=0.c. f(x)=§.d. f(x)==3.e f(x)=—4x+1.

f, f(x):;x—g.g. F(x)=-3x*-9x-22.h. f(x)=—x*-3x-16.
3.1(x)=12.4. f(x)=m.5 A(r)=2zhr+2zh,sobreelintervalo [0, r .

6. A(x)=—2x+200,si 0<x<75.7. V(r )=g7zr2+4hr , sobre el intervalo [0, 7 ].

8.V (x)=x*sobre [0, x].

SECCION 2.2 SOLUCIONES

A EJERCICIOS

!

La f (4)=0.b. £ (8)=0.c. f(0)=-12.d. f'(—3)=§.e. r'(2)=-14.

_u

£ 7 (1) 50 £(0)=1.h 1 (-1)=13.

2.a. f (x)=0.b.a (t)=0.c. f (z)=-6.d. v'(t)=—115.e. £ (w)=—-8w-3.
f f'(y)=4y—i.g. g (x)=6x>—2x+5.h. % (p)=-3p° —16p+5.

3.

a. Tangente 10x — y—12 =0, normal x+10y-19=0.

b. Tangente 3x—y—-9=0, normal x+3y—-17=0.
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[ UNIDAD 2 EXAMEN

1. Calcula la razén de cambio promedio:
f(x )=6x—2,si x,=—4Yx,=5.
2. Calcula la funcién que describe la razon de cambio promedio de f (x ):4x2 —6 sobre el

intervalo [ -1, x |.

3. Calcula la pendiente del segmento rectilineo de la funcion sobre el intervalo indicado.
f(x)=-3x*+8en[-1, 2]

4. Calcula la derivada de la funcion en el nmero sefialado. £ ( x )=12x% +6 ,en x, =—1.

1’2

5. Calcula la funcién derivada asociadaa ¥ ( r )=r* + 7 o

6. En una region rectangular la longitud de la base (x) es el doble que la longitud de la altura.
Construye la funcién que modela la razén de cambio promedio del area respecto a la longitud de la
base.

7. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente (forma general) a la curva asociada a
f(x)=-x*+4x—4enelpunto 7 (1,-1).

8. Obtén la ecuacion de la linea recta normal (forma general) a la curva asociada a
f(x)=x®+6x*-5x+10enelpunto 7 (2, 22).

[ UNIDAD 2 SOLUCION AL EXAMEN

7.2x+y—-3=0.

©

x+31y-374=0.




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

el alumno usara el concepto
de derivada a través de su
representacion algebraica,
para identificar patrones de
comportamiento y obtendra
las reglas de derivacion; uti-
lizara estas reglas para ob-

DERIVADAS DE tener la derivada de una fun-
FUNCIONES cion de manera eficaz y la

reconocera como otra fun-

ALGEBRAICAS cion. Ademas aplicara las

reglas de derivacion en di-
ferentes contextos.

CONTENIDO

SECCION 3.1 Derivacion de funciones algebraicas

SECCION 3.2 Problemas de aplicacion
SECCION 3.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS
CLAVE

!
Funcion derivada. La funcion f° que se obtiene al aplicar el operador lim

—x t_ X
(equivalentemente lim S (x+Ax)-f(x ))

ala funcion £ .
Ax—0 Ax

Suma de funciones. La funcién que se obtiene de sumar dos funciones con dominio comun.

Producto de funciones. La funcidon que se obtiene al multiplicar dos funciones cuyos dominios
coinciden.

Divisién de funciones. La funcion que se obtiene al dividir dos funciones cuyos dominios coinciden,
la funcion divisor no debe incluir al cero entre sus imagenes.

Composicién de funciones. Funcion que se obtiene al aplicar una funcién a otra (cuidando
aspectos existencia).

Regla de la cadena. Propiedad operativa utilizada para derivar composiciones de funciones.

Razon de cambio puntual. La funcién que se obtiene al aplicar el operador lim / (t )_f ( al )

—x z‘— X
(equivalentemente /im f(x+Ax )_f(x ))

ala funcion / enun ndmero de su dominio.

Razén de cambio instantaneo. Cuando en la razén de cambio puntual la variable independiente es
el tiempo.

Pendiente de la linea recta tangente. Cuando la razén de cambio puntual tiene como contexto la
el plano cartesiano.

Rapidez. Cambio instantaneo de la funcidn distancia (con el tiempo).

Aceleracion (magnitud). Cambio instantaneo de la funcion velocidad (con el tiempo).
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SECCION 3.1 DERIVACION DE FUN-
CIONES ALGEBRAICAS

APRENDIZAJES

1. Identifica el patron de comportamien-
to de derivadas de funciones del tipo:
f(x)=x"obtenidas utilizando la defini-
cion y determina su regla de derivacion.

2. Obtiene la derivada de una funcién po-
linomial de 1°, 2° y 3° grados usando la
definicién en su representacion:

S(D)-7(x)

lim

15X r—x
3. Identifica geométricamente la relacion
de la representacion de la derivada:

Ve fim LG A)-1 (x)
1) oy L)

con la representacion anterior.

4. Obtiene derivadas utilizando los dos
limites anteriores.

5. Explica la relacion existente entre la de-
rivada de una funcion lineal y la pendiente
de la recta; identifica dicha relacion en el
caso de la funcién constante.

6. Identifica patrones de comportamiento
de las derivadas en operaciones con fun-
ciones: suma, producto, cociente y de la
forma[ £( x )] para obtener las reglas
de derivacion correspondientes.

7. Obtiene la derivada de funciones alge-
braicas usando las reglas de derivaciony
laregla de la cadena.

TEMATICA
1. Derivada de funciones

del tipof(x)=cx".

2. Reglas de derivacion

para:

- Funcién constante.

- Funcion lineal.

- Constante por una funcién.

- Suma de funciones.

- Producto de funciones.

- Cociente de funciones.

- Funciones del tipo [ f(x)]"
con f(x ) polinomial y n un
numero racional.

57
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Sila funcion f: 1 — IR es derivable significa que es posible aplicar la transformacion
lim (1)=r(x) (equivalentemente /im S (xrac)-f(x ))

t—x r—x Ax—0 Ax

!
obteniendo asi una nueva funcion representada por 1 .

Ya
f
07 —— F(x+Ax)
l :
| |
\ | |
fx) P> | £ P> |
I | | |
0 X ! > x 0 ;C x-il-Ax > x

Entre las clases basicas de funciones derivables se encuentran las que tienen regla de
correspondencia f (x )= Cx" en donde C y n son nimeros reales. La derivada de la funcion

f (x )=Cx" se presenta en la propiedad 1, propiedad que no es muy complicado justificar.

PROPIEDAD 1 DERIVADA DE UNA FUNCION £ ( x )= Cx”

Si f(x)=Cx",entonces £ (x)=mx""t.

EJEMPLO 1. DERIVADAS DE FUNCIONES DE LA FORMA 1 ( X )= Cx"
a. Si f(x)=x" enonces £ (x)=7x""=7x".
b. £ (x)=x" entonces f (x)=—dx " =—4x5
2 2_ 3
f(x)=x",entonces f (x)=§x5l=§x 5,
d. f(x)=4x?, entonces f(x) (2 Bx*t=8x7"
f(x)

——3x entonces f (x )=—6(—3 l=18x‘7.

Aplicando la propiedad 1 es posible obtener la funcién derivada de funciones con aspecto mas
complejo.

RECUERDA:

n

. _ 1
e Sj x#0,entonces x =—.
X
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) 1
e Si x=0, entonces x" =—.
X
1

e Si n esun niimero entero positivo, entonces x” =%/x .

m

e Si m, n son nimeros enteros positivos, entonces x” =4/x" .

EJEMPLO 2. DERIVADAS DE FUNCIONES DE LA FORMA f ( X ): Cx"

a. Puestoque £ (x )= % —8x~3, entonces / (x )=-3(8 Jx 3t =—24x7

=

b. Puesto que f (x )= 45 = 4x% entonces £ (x )=5(4 > =20x°.
X

1
c. Puestoque f ( x )=3+/x = x2, entonces

bl . .
? 2x2 2
z ’ 7 Z_ 7 6 7
d.Debidoa £ (x)=2%/x" =x3, tenemos £ ( ):§x3 —§x3 :53«/x4 .
: 3 3 -2
e.Debidoa / (x)=-—== " =3x °,tenemos
\xs x5
: 3, (21 12 1 12 12
flx)=—A(4 x5 =——x5%5=- =——.
(e)oglapd Rt B

59

Frecuentemente una funcién puede interpretarse como el resultado de de un grupo de

operaciones entre otras funciones (si es el caso se debe tener en cuenta el dominio de cada una de

ellas para asi obtener el dominio de la funcion resultante). Si se desea obtener la funcién derivada
asociada a una funcién que puede interpretarse como una combinacién de operaciones entre

funciones derivables se aplican las propiedades operativas de la derivada.

PROPIEDAD 2 HOGENEIDAD Y ADITIVIDAD

Si / y g sonfunciones derivablesy C un nimero real distinto de cero.

a.Si f=Cg,entonces f . Cg, (propiedad de homogeneidad).

b.Si / y g son funciones derivables, entonces la funcion ( 1 + g ) es derivable y

(f+g) =/ +g (propiedad de aditividad).
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La Propiedad 2 puede rescribirse como (f +Cg )' =f' + Cg,, misma que recibe el nombre de
linealidad.

EJEMPLO 3. USO DE LA PROPIEDAD DE LINEALIDAD

a. Para obtener la funcion derivada asociada a la funcion f ( x )=4x? +3x—-/x , conviene
1
escribirla en la forma f ( X )= 4x% +3x—x2. Siaplicamos las propiedades 1y 2., obtenemos

i 1 l_]_ 1 _E
AN e e N )
finalmente

' 1
=8x+3- .
f(x) X + 2\/;

b. Para obtener la funcion derivada asociada a f ( x )=33/x +2+/x — 5 primero la rescribimos
X

en la forma
1 1

f(x ):3x5 +2x2 —6x7"
posteriormente aplicamos las propiedades 1y 2., obtenemos

simplificamos

’ —

2
f(x):x§+x

DERIVADAS DE PRODUCTOSY DIVISION DE FUNCIONES

Las funciones (derivables) pueden interpretarse, ya sea como el producto de dos funciones
derivables, o en su caso, como una division de funciones derivables, en ambos casos pueden
derivarse aplicando la propiedad 3.

PROPIEDAD 3 DERIVADAS DE PRODUCTOS Y DIVISIONES

Sean f y g son funciones derivables.

a.Si F'=f-g,entonces F = f-g esderivable y F :f.g' +g.f’_

b.Sig#0y F= T entonces F =7 es derivabley F' = M_
g g g

EJEMPLO 4. DERIVADAS DE PRODUCTOS
Obtén la funcion derivada y rescribela de manera que no incluya potencias fraccionarias.
a. Para derivar F ( x ):(Zx4 —x+3 X—3x2 +8x—9 ).
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Sean:
f(x):(2x4—x+3) g(x):
f(x)=8x"-1 g (x)=-6x+8
Sustituimos en £ =f~g, +g-f’ y obtenemos

!

F'(x)=(2x"—x+3)—6x+8)+(-32+8x—9 [ 8:x*-1).

b. Derivemos F ( x ):( 4-x + ixz j( 2x* —6x? )

Sean:
;1x):4¢x+ix2 g (x)=2x" 613
! 2 1 '
f(X)=7E+§x g (x)=12x* - 24x
\
entonces

F'(x ):(4x/;+1x2 j<12x3—24x )+(2x4—6x2 X2+1x ]
4 Jxo 2
>3
c. Para derivar F ( x ):(1—2x+6\/; { 2x2 o ],sean:

3

F(x)=1-2x+6/x g(x)=zx2+jx
F(x)=-2+> ¢(x)=3/r+>
A/X 4

luego

F’(x):(1—2x+6x/;(3x/;+jJ+[ 2x2+ix J(—2+3j.

61

EJEMPLO 5. DERIVADAS DE DIVISIONES

a. Para derivar F (x )= 1 0
“xt—x®+2x+6
4
Sean:
f(x)=6 g(x)zlllx4—x2+2x+6
f’(x)zo g'(x):x3—2x+2
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[1x4—x2+2x+6)(0)—2x(x3—2x+2)

! f— 4 2_
Fl(x)-= 4 l : _ 12x +4x 4x2.
(x4—x2+2x+6j (x4—x2+2x+6j
4 4
b. Para derivar F ( x )= 52”2 sean:
Pag
f(x)=5x+3 g(x):x4—2
f(x)=5 g (x)=4x°

entonces
: (x*-2)5)-(5x+3Mx®  15¢* +12x° +10

Fx)= =
(v -2 f (-2 f
3
c. Para obtener la funcién derivada asociada F (x )= ﬂ sean:
4x +x-1
f(x)=12%x g(x)=4/x+x-1
' 4 ’ 2
= =~ 41
f(x) T g (x)="+
entonces
y1
(4/x+x- 1{ J 12?((+1j
F’( )_ \/7
X )= .
(4/x+x-1f
g F(x)= ST
(x) 1-x—x?
Sean:
f(x)=x+-/xyg(x)=1-x-x2
entonces
’ 1 ’
=1 =—1-2x,
f(x) +zﬁyg(X) x
, (1—x—x2Il+2\1/;j+(x+x/;Xl+2x)

o et}

EJEMPLO 6. DERIVADA PUNTUAL
a.Si F(x ):(—2x3 —x+3 X 6x—8 ), calcula 7 (0).
Sean:
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!

( )=—6x2—1 g(x)=—6x+8
Sustituimos en 7~ :f-g' +g-f, y obtenemos
F'(x)=(-2¢-x+3)—6x+8)+(-3x2+8x-9 | —6x?-1),

x)=-2x"-x+3 g(x)=-3x"+8x-9
x

luego

!

F(0 )=(—2(o ) —(0 )+3X—6(o )+8 )+(—3(o Y +8(0)-9 X—6(o )2—1)=33.

3x% +6x-2

b.Si F = ccaleula F'(1).
(X) x° —4x3® —5x+1 ( )
Sean:
f(x)=3x*+6x-2 g(x)=x"—4x>-5x+1
f,(x)=6x+6 g,(x)=5x4—12x2—5
Fr(x):(x5—4x3—5x+1)(6x+6)+(3x2+6x—2)(5x4—12x2—5)
()c5—4x3—5x+1)2
y

ooy (7 N12)+(7)-12) 24
F(0)= =2 ===

COMPOSICION DE FUNCIONES
Sean dos funciones: f(x )y g(x), de modo que el dominio de la segunda de ellas esté

contenido en el recorrido o codominio de la primera funcién. Si construimos una nueva funcion de
manera que, asocie a cada elemento del dominio de g (x ) el valor de (g (x)), tendremos

una composicion de funciones, esta operacion se representa
(fogXx)=s(g(x))yselee g seguidade /.

EJEMPLO 7. IDENTIFICACION DE LAS FUNCIONES COMPONENTES DE UNA COMPOSICION

a.SiF(x)= (8x4 +4x3 —6x+4 )6 , entonces podemos considerar como funcién interna a
g (x)=8x"+4x®—6x+4 yfuncion externaa 1 (x )=x°.

funcion externa

6
F(x )—[ 8x4+4x36x+4J .

funcion interna
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4
b. Si F(x ):#Z—sz +9x—7 , entonces podemos considerar como funcion interna a

4
X

1
g(x )=T—2x3+9x—7 y funcién externaa £ ( x )=3/x = x3.

funcion externa

4
X

F(x): Z 2 +9x-7.
3 4
\ funcion interna
av—fx |
iii. En la funcion F ( x ):[ ;C x8x ] puede considerarse como funcién interna a la funcion
X+
g(x)= 35— x y como funcién externa a la funcion £ ( x )= x°.
5x+8
funcion externa
5
Fx)=| B0
5x+38
%,_/
funcion interna
x+3 4 +3
iv. En F(x ):4+( 2 6 j puede considerarse como funcion interna a g (x )= 2x sV
X — X —

como funcion externaa f (x )=x*.

funcion externa

4

x+3
2x—6
%f_/

funcion interna

F(x):4+

La propiedad que se utiliza para derivar una composicion de funciones se denomina regla de la
cadena.

PROPIEDAD 4 REGLA DE LA CADENA

Sean / y g dos funciones tales que: g es derivableen x y f es derivable en g(x ) entonces

!’ ! !’

F'(x)=(fog)(x)=r (g(x))g (x).
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EJEMPLO 6. DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS

a. La funcion derivadade F (x )= ( 4 —3x +6x° )25 se obtiene de la forma:

i. Sean: g (x )=4—3x+6x* lafuncionintera, £ ( x )= x> lafuncion externa.
i. g (x)=-3+12xy f (x)=25x2.

ii. /(g (x))=25(4-3x+6x2 f*

iv. F'(x)=f (g (x))g'(x)=25(4-3x+6x? f*(-3+12x ).

b. Una forma de obtener la funcién derivadade F ( x )= 37 €S lasiguiente:

(x*-ax?)

i. La rescribimos en laforma F ( x ) = (442)32 = 4( x* —4x? )732.
x" —4x

ii. Sean: g (x )=x" —4x? lafuncién internay £ ( x )= 4x"%* la funcién extemna.
ii. g’( x)=4x>-8xy f’( x )=-128x"%,

iv. /(g (x))=-128(x* —ax? |,

v. F (x)=f (g(x))g (x)=-128( x* —ax? | *(4x* —8x ).

c. Para obtener la funcion derivada de F ( x )= 3/6x° +2x2 —5x +1, sean:
i. Sean: g (x )=6x> +2x? —5x +1 la funcién interna, 7 (x )=23/x la funcién externa.

1
B2

il. g,(x )=18x? +4x -5y f,(x )=

L ~ 1
e ))_3%/(6x3+2x2—5x+1)2 |
i ’ ' = ! x?+4x-5 ).
.f<g<x>>g<x>—3#(6x3+2x2_5x+1)2(18 4x-5)
0 bien

F ()= (g (x)) (x)= 2003409

3(6x° + 202 —5x 41
d. Derivada de L ( x )=(x +4x) (2x+x ) .
L(x ):()c2 +4x )8(2x+x5 )6
puede tratarse como el producto con factores
L (x ):(x2 +4x )8 y L, (x ):(2x+x5 )6.
Para derivar los factores utilizamos la regla de la cadena.
Derivada de L, ( x ):(x2 +4x )8.
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Sean £, (x )=x%y g (x )=x*+4x, entonces

fl’(x):8x7 ygl’(x):2x+4.
Ademas
fll(gl(x))=8<x2+4x )7,Iuego

L (x)= £ (& (x))e (v)=8(x* +4x [ (2x+4).

Derivada de L, ( x ):(2x+x5 )6.
Sean £, (x )=x%y g, (x )=2x+x", entonces

le(x)=6x5 ygzl(x)=2+5x4.
Ademas
£, (g5 (x))=6(2+5x* J, luego

Ly (x)=/(g,(x))gs (x )=6(2x+x5 )5(2+5x4 )
Aplicando la regla de derivacion de un producto de funciones,

!/

L(x)z(x2+4xf[d2x+x5f(2+5ﬁ)}+(2x+x5f[dx2+4xf(2x+4)]

0 bien
L'(x):6(x2+4x )86(2x+x5 )5(2+5x4 )+8(2x+x5 )6(x2+4x )7(2x+4)
e. Derivemos la funcion R ( x )= GZ_E .

X

- 6x -2 , -
La funcion R ( x )= 21 puede interpretarse como la funcion
x°+

f(x)=x/;
compuesta con la funcién
g(x)=2"2
x2+1
i.Sean: g (x )= 632_? la funcién intema, £ (x )= -/x lafuncion externa.
x2 4+
oy 8(x?+1)-2x(6x-2) —6x2+4x+6 1
||.g(x): = f(x)=—.
(x2 +1)2 (x2 +1)2 \/;
e ! 1
i, £(g(x))=—".
9 6x -2
x2+1

o ' / 1 —6x>+4x+6
v. R(x )=f X X )= .
= e (=

x“+1
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SECCION 3.1

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Obtén la funcion derivada y rescribela de manera que no incluya potencias fraccionarias.
6 1

-2

d. f(x)zzx_q_zx .

b. f(z)=i+93{E+§Z—2+4.
Jz 2

c. f(r ):—12§/F+§+£3.
ror

d. g(w)=2-4w -

="

8 —3w.
5

35

e h(s )=s5+12s—4%+%—2.
S

2. Obtén la funcion derivada.

a F(x)=(2x"-5x? [ 2x? —4x* -3,

b. F'(x )=-35x* +68x® —33x7 —ex-iz+4
X

C. G(Z)=(Z+22 Xz3+22‘2 +1).

3. Obtén la funcién derivada.

a F(W):W‘:l.
b'H(y)=y22+y16'
d.F(x):j/;rfl.

4. Obtén la funcion derivada y evaliala donde se indica.
aa(t)=(+6r f1-27 ), d'(2).
3

b. f(t)—ﬁ, (1),
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5. Obtén la funcidén derivada.
CH (¢ )=(t2 +1)2(t2 —1)2.

b.v(t):(t2+1)3(t—4)2.

o))

r+1
c v(t)z\tg_l
(t+4)
dalt)= oy
e.v(1)=(23)
Jix2
fo(e)=—29
Ve +2t+ 4
3 8x
" F(x)—\(2+x2 )4+16.

CF ()= (e (a2 e )




SECCION 3.2 PROBLEMAS DE
APLICACION

APRENDIZAJES

8. Identifica a la derivada como una
funcion que proporciona la pendien-
te de la recta tangente en cualquier
punto de la gréfica de la funcion ori-
ginal.

9. Identifica a la derivada de una fun-
cion que proporciona la razén de
cambio instantaneo.

10. Utiliza la funcion derivada para re-

solver problemas en diferentes con-
textos.

TEMATICA

3. Problemas de aplicacion
de cambio instantaneo, por
ejemplo: célculo de tangen-
tes, célculo de velocidades,
calculo de tasa marginal.
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La interpretacion de la funcidn derivada (o en su caso la derivada en un punto) apoya el anélisis
de situaciones (y la resolucion de problemas) relacionadas con: lineas rectas tangentes, razones de
cambio puntuales, razones de cambio instantaneas, entre otras. Por otra parte, una vez que
podemos calcular “derivadas”, podemos abordar algunas situaciones (como las antes sefialadas) de
manera un poco mas sencilla, veamos algunas de ellas.

PROPIEDAD 1 ECUACION DE LA LINEA RECTA TANGENTE DE UNA FUNCION

Si / una funcion derivable sobre el intervalo / que contiene al nimero x,, entonces:
a. La linea recta tangente a la curva asociadaa f en el punto (x, , f(x, ) ) (punto de contacto o

tangencia) tiene pendiente m, = £ (x, ) yecuacion y— £ (x5 )= f (x5 Nx—x, ).
b. La linea recta normal a la curva asociada a / que contiene al punto (x, , £(x, ) ) (punto de

!

contacto o tangencia) tiene pendiente m, = f ( x, ) y ecuacion

_ 1
y f(xo )_ f’(xo)

(x—x,),siempre que f (x, )#O0.

EJEMPLO 1. LINEA RECTA TANGENTE Y LINEA RECTA NORMAL A UNA CURVA
a. Obtengamos la ecuacion de: la recta tangente y de la recta normal a la curva de

f(x)=2J4-x,si xy=-5.
i. Obtenemos la ordenada del punto de tangencia evaluamos en x,=1 , por tanto,
vo =2./4—(—5)=6, luego, el punto de tangenciaes p, (-2, 4).
ii. La derivada de f(x )=2+/2—x eslafuncion

f’(x ):i,entonces my =f'(1)=_71=—1.

J2—x 21

iii. Si sustituimos m, =-1, x,=-2 Yy y,=4
en la forma punto pendiente de la linea recta
obtenemos que, la linea recta tangente tiene
ecuacion Y 4
y—4=-1x—(-2)),0bien x+y-2=0.
iv. La linea recta normal y la linea recta
tangente son perpendiculares y se intersecan en
el punto p,(-2,4) vy el producto de sus | f(x)=2vV2-x

linea recta

pendientes es menos uno, es decir, | ;... recta tangente

m, -m, =—1.Luego normal x+y-2=0
(-1)-m, =-1, es decir, m, =1. X-p+5=0

La linea recta normal tiene pendiente m, =1y >

contiene al punto p,(-2, 4) por tanto, su -4 -2 0 2 x

ecuacion es

y—4=1x-(-1)) , escrita en la forma
general x—y+5=0.
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5

b. Obtengamos la ecuacion de: la recta tangente y de la recta normal a la curvade f( x )= "
x“+

enelpunto p,(1, 1) desucurva,

La funcién derivada es
' 10x ' 10 2
f(x) -

:—(xz+4)2,también my = f (1)=—(12+4)2_—5

iy ] 2 ,
La ecuacion de la linea recta con m;, = — c y que contiene al punto pT( 2,1 ) es

y—lz—é(x—l) 0 en su forma general 2x+5y—7 =0.

EJEMPLO 2. VELOCIDAD Y ACELERACION DE UNMOVIL
a. La altura que alcanza una pelota respecto al suelo en el tiempo ¢ (en segundos) esta descrita por
la funcion

y (t )=—6t%+ 20t + 25 metros, >0.
i. Entonces la funcion que describe la velocidad instantanea de la pelota en el tiempo
v(t)=y (t)=tes
v(t)=y (t)=-12t+20 ™.
N
ii. La velocidad instantnea de la pelota a los 3 segundos es

v (3)=-8(3)+10=-14 %

L . . 10
iii. Su velocidad instantanea es cero cuando —12¢ + 20 =0, es decir, alos ¢ = 5 segundos.

!

. vs . , Iy m
iv. Su aceleracion instantanea la modela la funcion a (¢ )=v (¢ )=-12 .
N

b. Una particula se desplaza de acuerdo a la funcion s ( ¢ )= —16¢2 + 20z + 32 metros, ¢ >0.
i. Entonces la funcidn que describe su velocidad instantnea de la particula al tiempo ¢ es

v(t)=s(t)==32t+20

ii. La velocidad instanténea de la particula a los 4 segundoses v( 4 )=-32(4 )+20=-108".
N

iii. Su velocidad instantanea es cero si —32¢ +20 =0, es decir, alos ¢ = 3 segundos.
iv. Su aceleracion instantanea la modela la funcion a( ¢ )=v (¢ )=-12 =
S

EJEMPLO 3. CRECIMIENTO DE BACTERIAS
Cierta region se encuentra afectada por una epidemia generada por una bacteria. La Secretaria de
Salud estima que ¢ dias después de haber iniciado, el nimero de infectados se modela por la

funcion p(t)z(lot2 —£ )2.
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a. Entonces el modelo que describe el crecimiento de infectados es p, (¢ ), es decir,
p(t)= 2(10t2 —£ XZOt—3t2 )
b. La rapidez a la que se expande el virus a los 3 dias.
p(2)= 2(10( 2V —(2) XZO( 2)-3(2) )= 4158 personas por semana.

SECCION 3.2

EJERCICIOS PROPUESTOS

12 +4

2

1. Deriva la funcion s (¢ )=
t“+1

y calcula la pendiente de la linea recta tangente en ¢ =2.

2. Obtén todos los valores de la variable independiente en los que la curva asociada a

f(t)= 21 A tiene lineas rectas tangentes de pendiente cero.
t+

3. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente y la ecuacion de la linea recta normal a la curva
asociadaa f(x )=x*-3x*+5 en el punto de abscisa x, =1.

4. Determina la ecuacion de la linea recta tangente a la curva asociada f( x )=x* —3x+4 que es
paralela a la linea recta de ecuacion 3x—y-2=0.

5. Una particula se mueve a largo del eje x de acuerdo con la funcion X (¢ )=2¢%+5:2 +2, en

donde ¢ representa el tiempo medido en segundosy X en metros.
Determina la funcion velocidad y la funcién aceleracion en cualquier instante ¢.

6. La funcion que describe el movimiento rectilineo de un objeto es x(z )=¢° —27¢+8.

¢En qué momento la velocidad en nula? Calcula la aceleracion en el instante en que la velocidad es
nula.

7. Calcula la aceleracion a los 2 segundos, de un objeto con rapidez se modela por
r (¢ )=5¢*+10,con >0 (r tiene unidades de metros por segundo).

8. La rapidez de un movil se describe por la funcion » ( t ):t4 —200¢, ¢ >0 metros por segundo,
determina el cambio instantaneo en la aceleracion a los 2 segundos.



3.3 SOLUCIONES Y EVALUACION

o/

SOLUCION A EJERCICIOS /

PROPUESTOS

EXAMEN DE LA UNIDAD /

SOLUCION AL EXAMEN /
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[  SOLUCIONES  Uocsopuesros

SECCION 3.1 SOLUCIONES
A EJERCICIOS

2.a. F (x)=—-48x® +120x* — 40x° —18x2 + 30x.

!

b. F (x)=-35x" +68x3—33x2—6x—32+4. c.G(z ):524+4z3+2z-32+1.

X z
! ! — 2
3a F(w)=- 2 b 1 ()= 272
(w+l) (y2+16)
' m? +2m+3 ' x+2x =2
.G (m)=" TMES d F(x)= .
(m (m+1) (x) 2. x(Jx+1)
4.2 4 (1)=-37. b, f'(1)=191. c.r(0)=-2

5.a. H (t)=6"—10¢* +126> ~12¢% + 61— 2.

!

b. v (t):6t(t2+1>2(t—4)2+2(t—4)(12+1)3.

' ~2t° 3% -1 , 2(t+4)-t-6
e/ (1)= . g a(1)=2 (H)(z)s )
2. i+1( -1 )
' 12¢% + 44¢ + 39 , 2(2t+2)
e.v(t)= : fv(e)=— """20
2(t+2 We+2 (Pr2sa)
, _ 5 2 , _ .2
V(x)= 2x x2 +2x2. h.F(x)=xE( x +183).
((1+x2) —xj \x(x2 +18 )5
, 2
| F(x) x“+2x+1

2 x4l )l xrlxP el
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/ SECCION 3.2 SOLUCIONES
A EJERCICIOS

1. z 2.t=2Yyt=-2.3.Tangente 5x+y—-8=0.Normal x—5y+14.4. 3x—y—-4=0.

5.v(t)=6t>+10¢ y a( ¢ )=12¢* +10.6. =3 segundos. a =18 unidades de aceleracion.
7.a=160m-s2. 8.4 (4)=48.

1.Si f(x):(4—x2 (4—1j,entonces f'(O).

_7+x/x—1
Ax?+8

9( i+tj(z2 +6¢ ), evalia v (1).

2.Si f(x) ccalcula £ (0 ).

3.Siv(t)=

\
4, Si a(x)z(xz_zzs&jz,evaluaa'(l).

5. Obtén la ecuacion de la linea recta tangente a la parabola asociada a la funcién f (x )=x% + x
y que paralela a la linea recta de ecuacion 3x + y —2 =0 (forma general).

6. Determina las ecuaciones de las lineas rectas que contienen al punto ( 2,-3 ) y son
tangentes a la curva asociada a la funcion £ ( x )=x* + x (forma general).

7. Dos motociclistas M, y M, parten del mismo punto P (ambos con velocidad constante).
Kms.

M, viaja al oriente con velocidad V; = ZSKZ:S' y M, viaja al norte con velocidad ¥, = 60

¢Con qué razén aumenta la distancia que los separa en el tiempo ¢ = 2 horas?
8. La longitud del radio de una circunferencia aumenta a razon de 1 centimetro por segundo ¢Cual
es la razon de cambio del area de la circunferencia cuando el radio es 5 centimetros?
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[ UNIDAD 3 SOLUCION AL EXAMEN

1. r'(0)=4.2 r'(0)=_1_.3 /(1):2&.4. a(1)=4.

2:/2
9. 3x+y—-5=0.
6. x+y+1=0y 11Ix—y—-25=0.
7. V2=65K’ZS'.

2
cms

8.4 (5)=107
S




PROPOSITOS

Al finalizar la unidad:

el alumno contrastara la
grafica de una funcion y
sus primeras dos deriva-
das para obtener informa-
cion sobre el comporta-

COMPORTAMIENTO miento de la funcin; utili-
GR AFlCO \% zara dicha informacion pa-

ra resolver problemas de

PROBLEMAS DE optimizacion
OPTIMIZACION

CONTENIDO

SECCION 4.1 La derivada en el analisis de funciones

SECCION 4.2 Problemas de optimizacén
SECCION 4.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS
CLAVE

Intervalo. Subconjunto o parte de los numeros reales.
Cero de una funcion. Namero en el dominio de la funcion cuya imagen bajo esta es cero.

Funcion monotona creciente. Dados dos nimeros x; Y x, de su dominio, tales que: si x; < x,,
entonces / (x, )< f (x, ).

Funcion monotona de creciente. Dados dos nimeros x; Yy x, de su dominio, tales que: si
X, <X, entonces £ (x )>f(x,).

Funcion derivada. Funcion obtenida al aplicar a la funcién / el operador

i S8 ) =/ () S ()=F (%),

Ax—0 Ax t—x t—x

Pendiente de la linea recta tangente. En el contexto del plano cartesiano, nimero que se obtiene
al aplicar la funcion derivada a un numero del dominio de la funcion original.

NOmero o punto critico. Los nimeros del dominio de la funcion que satisfacen la ecuacion

f'(x)=0.

Valor extremo. Imagen bajo / de un nimero critico.

Concavidad. La parte de la curva asociada a una funcion en que la linea recta tangente a una curva
se encuentra totalmente “por abajo” (o por arriba) de ella.

Punto de inflexion. Punto de la curva asociada a una funcién en que cambia el sentido de la
concavidad.

Problema de optimizacion. Situacion en que el propdsito consiste en determinar el maximo o el

minimo de una caracteristica.
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SECCION 4.1 LA DERIVACION EN EL
ANALISIS DE FUNCIONES

APRENDIZAJES

1. Interpreta en forma gréfica y algebrai-
ca los intervalos en donde una funcién
es creciente o constante.

2. Esboza la grafica de la derivada de una
funcion dada la grafica de la misma.

3. Deduce a través de un andlisis grafico,
las relaciones existentes entre la grafica
de una funcién y sus dos primeras deriva-
das: signo de la primera derivada asocia-
do con crecimiento o decrecimiento de la
funcién, derivada nula con puntos criticos,
signo de la segunda derivada, con conca-
vidad y segunda derivada nula con un po-
sible cambio de concavidad o punto de in-
flexion.

4. Calcula los puntos criticos de una fun-
cion y los clasifica en maximos, minimos
0 puntos de inflexién.

5. Analiza el tipo de concavidad de la fun-
cion a partir del signo de la segunda deri-
vada.

6. Esboza la grafica de una funcién utili-
zando la informacion que proporcionan su
primeray segunda derivada.

7. Infiere que los criterios de la primera y
segunda derivada, sintetizan el analisis
realizado entre las gréficasde f, f'yf"’.

TEMATICA

1. Situaciones que propician el
anélisis de las relacipnes entre
la gréfica de una funcion y sus
derivadas.

2. Comportamiento gréfico de
una funcién.

3. Puntos de inflexién.

4. Gréficadef'(x)yf'"(x) a
partir def(x) y viceversa.

79
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MONOTONIA

En una funcion derivable 7 , las lineas rectas tangentes en sus puntos pueden ser negativas,
nulas o positivas. La figura anexa muestra la relacion existente entre la curva asociada a la funcion
1 y el signo de la pendiente de la linea recta tangente (de su funcién derivada 1 ).

i. Sobre los “intervalos verdes” las secciones de la curva asociada a la funcion (en color verde)
decrece, la derivada es negativa y las pendientes de las lineas rectas tangentes son negativas.

ii. Sobre los “intervalos azules” las secciones de la curva asociada a la funcion (en color azul) crece,
la derivada es positiva y las pendientes de las lineas rectas tangentes son positivas.

iii. En los puntos negros de la curva: las lineas rectas tangente tienen pendiente cero, es decir la

!
funcion derivada es cero ( /' =0) y son imagenes con valores extremos relativos o locales,

maximos 0 minimos.

yA
f<o0 f>0 _ f<0 >0

f

I
L : >

X X
I crece 2 decréce | crgce
|

decrece

PROPIEDAD 1 MONOTONIA

Sea / una funcion derivable sobre el intervalo abierto 7 =( a, b ), entonces:
14
a. 1 (osu curva asociada) es creciente sobre el intervalo 7, siysolosi f >0, paratodo xe /.

b. / (o su curva asociada) es decreciente sobre el intervalo 7, siy sdlo si / <0, para todo
xel.

La propiedad 1 proporciona (y justifica) el algoritmo a seguir para determinar los intervalos en
los que una funcion (derivable) es creciente y los intervalos en que es decreciente.

ESTRATEGIA 1 INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE  DERIVABLE

Obtén la funcion derivada e igualela a cero, las soluciones de esta ecuacion son las abscisas de los
puntos en que cambia el caracter de monotonia (creciente o decreciente) de la funcion.

ii. En la recta real marca las soluciones antes obtenidas y genera los intervalos en los que las
soluciones dividen a la recta real.

iii. Toma un nimero de prueba en cada uno de los intervalos.

iv. Determina el signo de la derivada en cada intervalo (evaluando el punto de prueba

correspondiente).
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EJEMPLO 1 INTERVALOS DE CRECIMIENTO, INTERVALOS DE DECRECIMIENTO

a. La funcion £ (x)= gx?’ —2x% +3x tiene como dominio al conjunto de todos los nimeros

reales. Ademas / (x)=x? —4x+3.

Si #'(x)=0, entonces x> —4x+3=0, de donde obtenemos (x—1 ) x—3)=0.
Las soluciones de
(x-1) x—-3)=0 sonlosnimeros x=1y x=3,
mismos que dividen y generan los intervalos
L(-0,1),1,(1, 3)y (3, +o),
en el dominio de la funcion.

X1~ 0 X2 ™ 2 Xp3™ 2 puntos de
l l l prueba
P
(-,1) (1,3) (3,+x) intervalos
* * »  dom (f)
0 1 3

En cada intervalo seleccionamos un numero x,; al que denominamos nimero de prueba, por

ejemplo,
0 en Il(—oo, 1), 2 en 12(1, 3)y4en 13(3, +oo).

Utilizando los nimeros de prueba determinamos el signo de 1 ’(x) en cada intervalo, luego
7'(0)=(0)?-4(0)+3=3, signo positivo.
7'(2)=(2) -4(2)+3=-1, signo negativo.

7'(3)=(4)*-4(4)+4=4,signo positivo.
La informacion obtenida se resume en la tabla

Intervalo | NGmero de prueba x, Signode /' (x, ) Caracter de
I(-o, 1) X, =0 7'(0)=3, positivo. creciente
I(1, 3) Xpp =2 f’( 2 )= -1, negativo. decreciente
I3(3, +) X3 =4 7'(3)=4, positivo. creciente
b. El dominio de la funcion 7 (x )= X rx+2 oo conjunto (—oo, 0)u(0, +oo ). Ademas
Flx)=* 32

X
. 4 . 7 7
Si 7 (x)=0, entonces x* —2=0. Las soluciones de la ecuacién x> —2 =0 son los nimeros

xX=—/2 y x= \/E ,
se considera x =0 dado que en este nimero no esta definida la funcién derivada.
mismos que dividen y generan los intervalos

L=, —2) (=2, 0), 10, 2)y L(\2, +=).
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en el dominio de la funcién.
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xpl= -2 xp.’: -1 xp3= x])4= 2 puntos de
l l l l prueba
< o >
(-0,-\2) (-V2, 0) (0,~2) (2, + ) intervalos
® 1% * ° »  dom (f)
SV | 0 1 2

En cada intervalo seleccionamos un numero x,, al que denominamos nimero de prueba, por

ejemplo,

-2 en Il(—oo, —x/i ), -len (—xZ, O), 1len ]3(0, ﬁ)y 2 en 14(ﬁ, +oo).
Utilizando los nimeros de prueba determinamos el signo de 1 ,(x) en cada intervalo, luego

(-2) -

Fe=

' (1 -2
(1)
‘(o) (2) -2

D=y

La informacion obtenida se sistematiza en la tabla.

= -1, signo negativo.

1 . .
=, signo positivo.

2 1 . .
=+ Signo positivo.

= -1, signo negativo.

Intervalo Numero de prueba x, Signode £ '(x, ) Carécter de f
(=0, =2 ) X, =2 r'(-2)= % positivo creciente

12( -2, 0 ) Xpp = -1 f'(-1)=-1, negativo decreciente

13(0, A2 ) Xy =1 7'(1)=-1, negativo decreciente
I,(2, +o) X, =2 r'(2)= % positivo creciente

Los numeros (junto con sus respectivas imagenes) en los que se anula (o no existe) la funcion
. ! . “ s ~ 7 . . . .’
derivada f asociada a una funcion f desempefian un papel basico en la optimizacion de

caracteristicas de situaciones cuyos modelos son funciones.

PROPIEDAD 2 NUMEROS CRITICOS Y VALORES EXTREMOS RELATIVOS O LOCALES

Sea / una funcion derivable alrededor de x,.
a.Si 1 (x,)=0, entonces x, es nimero critico de 1 .

!
b.Si £ (x, ) no existe, entonces x, es nimero critico de 7 .

’
c.Si f (x, ) existe, entonces el nimero f (x, ) es un valor extremo relativo.
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valores
extremos
relativos

numeros criticos

Un proceso de obtencion los valores extremos de una funcion se fundamentan en la estrategia
2 (que presentamos a continuacion.

ESTRATEGIA 2 DETERMINACION DE NUMEROS CRITICOS Y VALORES EXTREMOS

i. Obtén la funcién derivada e igualela a cero, las soluciones de esta ecuacion son parte de los
nameros criticos de la funcién.

ii. Identifica los nimeros en que la funcién derivada 1 " no existe y que pertenecen al dominio de la
funcién f , éstos son otros de los nimeros criticos.

ili. Evalta la funcién 7 en los nimeros criticos obtenidos.

EJEMPLO 2 NUMEROS CRITICOS Y VALORES EXTREMOS
a f(x)=x%-6x"+9x.
i. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcion polinomial).
ii. La funcion derivada es £ (x )= 3x? —12x +9x, por tanto, de 3x* —12x+9x =0 obtenemos
3(x-3)x-1)=0, los nimeros criticos son x; =1y x, =3.
ii. Los valores extremos son f (1)=(1)>-6(1)+9(1)=4y 1 (3)=(3)°*-6(3)+9(3)=0.
b. f(x)=(x—1)2(x+2).
i. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcion polinomial).
ii. En este caso / (x)=3(x—1)x+1). Los niimeros criticos son x, =—1y x, =1.
iii. Los valores extremos son f (—1)=(-1-1)(-1+2)=4y 1 (1)=(1-1)*(1+2)=0.
2
c. flx)= .
( ) x? +4x
i. El dominio no incluye a los niameros 0 y —4.
.t 202x+4
ii. f (x)=—7( : 2 .
(x2 —4x)
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La funcion derivada no esté definida cuando x =—4 y x =0, sin embargo, no son nimeros criticos
por no pertenecer al dominio de la funcion.

2(2x+4 c »
De — (x7+) =0 obtenemos 2x+4 =0, por tanto, el tnico nimero critico es x =-2.

(xz —4x )2
2 1

iii. El Gnico valor extremoes (-2 )= 2} +4(_2):_§'

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
Los numeros criticos (junto con sus respectivas imagenes) de la funcion / desempefian un

papel basico en la optimizacion de caracteristicas de situaciones modeladas por funciones. La
clasificacion inicial de los valores extremos de una funcién es en valores maximos y valores minimos,
vea la siguiente figura.

y
I maximo relativo f
\
f(x,)
f(x;)
minimo minimo
f(x,) ¢ relativo relativo
—>
0 Xy X, X3 X
A A 4

numeros criticos

El comportamiento de las pendientes de las lineas rectas tangentes a una curva alrededor de
un maximo y de un minimo.
i. Alrededor de un valor méaximo, el signo de la funcién derivada primero es positivo, luego es ceroy
finalmente negativo.
ii. Alrededor de un minimo, el signo de la funcién derivada primero es negativo, posteriormente es
cero y finalmente positivo.

PROPIEDAD 3 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea x,, un nimero critico de una funcion continua sobre el intervalo abierto 7=(a,b ), x, 1.

Silafuncion / es derivable en el intervalo (a, b ), excepto quizd en x,, si el signo de f E

a. Cambia de positivo a negativo alrededor de x,, entonces / (x, ) es un valor maximo relativo de
/.

b. Cambia de negativo a positivo alrededor de x,, entonces £ ( x, ) es un valor minimo relativo
de 1.

c. No cambia de signo alrededor de x,, f ( x, ) no es ni valor minimo relativo ni valor méximo
relativo de £ .
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La propiedad anterior justifica la “estrategia 3", que es de gran utilidad en el andlisis de los
valores extremos de relativos de la funcién 1 .

ESTRATEGIA 3 CARACTER DE LOS VALORES EXTREMOS

i. Aplica la estrategia 2.
ii. Verifica si existe cambio de signo alrededor de los nimeros criticos.

EJEMPLO 3 ANALISIS DE LOS VALORES EXTREMOS

Determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Los numeros criticos y los valores extremos relativos.

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.

a f(x)=x*-6x"+9x.
i. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcion polinomial).
i. Si derivamos obtenemos la funcién 7 (i )=3x% —12x +9x, por tanto,
3x% —12x+9x =0 obien 3(x-3)x-1)=0,
los numeros criticos son x;, =1y x, = 3. Los valores extremos respectivos son
£(1)=(1)*-6(1)+9(1)=4, asimismo 1 (3)=(3)*-6(3)+9(3)=0.
iii. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son

Intervalo Xp f'(xp ) Signo de f’(xp) Carécter de 1
I(—o0, 1) 0 r'(0)=0 sin signo

(1, 3) 2 r'(2)=6 negativo decreciente
I5(3, +) 4 r'(4)=36 positivo creciente

Si x; =1 la funcion f ’(x) no cambia de signo, por tanto, la estrategia 3 no proporciona
informacion sobre el valor extremo £ (1)=4.

Alrededor de x, =3 el signo de la funcion 1 '(x) cambia de negativo a positivo, como
consecuencia £ (3)=0 es un valor minimo de f (x)=x>-6x*+9x. El punto p(3, 0)es
unminimo de £ (x)=x®—6x%+9x.

b. f(x)= (x—l)z(x+2).
i. El dominio son todos los numeros reales (por ser una funcion polinomial).
ii. En este caso f (x)=3(x—1)x+1). Los nimeros criticos son x, =—1y x, =1. Los
valores extremos son
f(-1)=(-1-1y(-1+2)=4y r(1)=(1-1)*(1+2)=0.
iii. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son
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Intervalo Xp f( p) Signo de f'(xp) Caracter de f
(-0, -1) -2 r'(-2 positivo creciente

L(-1,1) 0 7'(0)=- negativo decreciente
I;(1, +0) 2 r'(2)=9 positivo creciente

Si x, =—1 el signo de /' (x) cambia de positivo a negativo, luego, f(=1)=4 es un valor
maximo y el punto p (-1, 4 ) esmaximode £ (x)=(x-1)(x+2).
Alrededor de x, =1 el signo de f/(x) cambia de negativo a positivo, luego, 1 (1)=O es un

valor minimo y el punto p (—1, 4 ) esminimode f (x)=(x-1)(x+2).
2
C. = :
/ (x) x? +4x
i. El dominio no incluye a los nimeros 0 y —4.

x)=—7"———5, la funcion derivada no esta definida cuando x=-4y x=0, sin
(x2 —4x )
embargo, no son numeros criticos por no pertenecer al dominio de la funcion.
2(2x+4)

De — =0 obtenemos 2x+4 =0, por tanto, el Unico nimero critico es x=-2y el

(nico valor extremo es f (-2

Y P TR
(-2f +4-2) 2
iii. Los intervalos de monotonia y clasificacion de los valores extremos son

Intervalo X, r'(x,) Signode £'(x, ) Caracter de f
5 ' 5 32 . :
L(-0, =2) | - 2 f [ - ZJ 295 positivo creciente
' 3 32
L(-2, +0) | - 2 f ( - 2] =t negativo decreciente

Alrededor de x=-2 el signo de la funcion 1 /(x) cambia de negativo a positivo, por tanto,

f(=2)=

—; es un valor minimo de £ (x)= y »(0, 1) esunminimo de
X

2
x2 +4x

fx)=
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CONCAVIDADES

La posicion de las lineas rectas tangentes en una curva determina la forma en que ésta crece (0
decrece). La funcion £(?) (derivada de la funcién /)y segunda derivada de la funcién 7 ),
describe el comportamiento de la curva asociada a la funcion ¢ . La primera parte de la siguiente

figura muestra las dos formas (genéricas) como puede crecer (o decrecer) la curva asociada la
funcion 7 sobre el intervalo (a , b ).

.VA .VA

SN [ ——

|
|
b x a 0

Q==
S

i. En el primer caso las lineas rectas tangentes se encuentran por debajo de la curva y en el
segundo caso se encuentran por encima de ella.

ii. Las pendientes de las lineas rectas tangentes que se encuentran por abajo de la curva son
crecientes, y si se encuentran por encima de la curva son decrecientes.

Tales observaciones constituyen un criterio para determinar los intervalos (abiertos) sobre los
cuales la curva asociada a la funcion / (dos veces derivable) es concava hacia arriba 0 es

concava hacia abajo. El criterio consiste en determinar los intervalos en los que la funcién derivada
f es creciente y los intervalos donde es decreciente, esto equivale a identificar los intervalos sobre
los que se cumple que f( 2)>0 y los intervalos sobre los que dénde f( 2) <0.

PROPIEDAD 3 CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea / dos veces derivable sobre ( «, b ), entonces:
a.Si £(2) >0 paratoda x e ( a,b ), entonces la curva asociadaa f es céncava hacia arriba.
b.Si £(?2) <0 paratoda x(a,b ), entonces la curva asociadaa / es concava hacia abajo.

Por otra parte, los puntos de cambia la concavidad de una curva (asociada a una funcién
doblemente derivable) se llaman puntos de inflexion. Analiticamente, los puntos de inflexion pueden
identificarse considerando: ya sea un cambio de concavidad, o revisando el comportamiento de
funcion tercera derivada y verificando que ésta es distinta de cero al ser evaluada en un nimero
critico.
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ESTRATEGIA 4 IDENTIFICACION DE CONCAVIDADADES Y DE PUNTOS DE INFLEXION

[. Obtén el dominio de la funcién £.
ii. Obtén las tres primeras derivadas de la funcion 7.

ili. Forma la ecuacion f (2) _¢ y resuélvela.

iv. Las soluciones obtenidas en el inciso anterior generan en el dominio de la funcién un nimero
especifico de intervalos en los que los extremos la funcidn alcanza un punto de inflexion.

v. En cada intervalo toma un nimero x, de prueba y determine el signo de f (2),

vi. A partir de los resultados obtenidos en el inciso anterior decide el tipo de concavidad de la funcion
en cada uno de los intervalos y verifica, si hay cambio en el signo de 1 (2) en intervalos contiguos.

vii. En su caso, verifica que, si x, es la abscisa de un punto de inflexion, se cumple f (3) -0,

EJEMPLO 4 CONCAVIDADES Y PUNTOS DE INFLEXION

Determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los numeros que anulan la segunda derivada y los intervalos en que seccionan al dominio de la
funcion.

iv. Los tipos de concavidades y los posibles nimeros en los que existen puntos de inflexion.

v. Los puntos de inflexion.

a. Si f(x)=1x4—6x2.

i. Dado que f(x )= Zx‘1 —6x* es una funcion polinomial, su dominio es el conjunto de todos los

numeros reales.

i, f(x)=x*-12xy r?)(x)=3-12.

jii. £02)(x)=3x2-12=0, implica x?—4=0, 0 bien (x—2 ) x+2)=0. Los ceros de esta
Ultima funcién son x=-2 y x=2, mismos que dividen al eje x en los intervalos: (-0 , =2 ),
(-2,2)y(2, +o).

Intervalo | Nmero de prueba | £¢?)( X, ) | signode #(2)(x) | Concavidad
L(-0o,-2) X, =—3 15 + Hacia arriba.
L(-2,2) X, =0 ~12 - Hacia abajo.
132, +o) Xp3=3 15 + Hacia arriba.

La curva asociadaa 7 es concava hacia arriba si x pertenece al intervalo
I=(-o0,-2)u(2, +0)

y es concava hacia abajo sobre el intervalo 7,( -2, 2 ).

iv. Considerando: que alrededor de los nimeros: x =—2 y x =2 lafuncion £(?)(x )=3x?-12

cambia de signo, que )‘(—2):i(—2)4—6(—2)2 =23, f(2)=i(2)4—6(2)2:23,
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concluimos que p,( -2, —23)y p,(—2, 23 son puntos de inflexion.

20x
b. f(x)=
( ) x?+3
i. El denominador de f (x )= ioxe,no se anula, por tanto, el dominio es el conjunto de todos los
x°+

nimeros reales.
, _ 2 .2
i f( )_20( X +3)yf(2)(x)=_4OX( X +9)

(x2+3)2 ()chrB)3
i, £02)(x )_Wo, implica 40x(~ x* +9 )=0 o bien 40x(3+x ) 3—x )=0,
x“+3

portanto, x=—-3, x=0y x=3.
Los nimeros en eje x generan los intervalos: (—co , =3 ), (=3,3)y (3, +o).

Intervalo Ndmero de prueba | #2)( X, ) |signode 7(2)(x) | Concavidad
(-, -3) X,y =—4 (16019)(3_7) _ Hacia abajo.
,(-3,0) X, =-1 ( 4042( ) + Hacia arriba.
1,(0,3) X,3=1 (_423)(8) _ Hacia abajo.
1,(3, +o) X, =4 (16109)3(7) + Hacia arriba.

La curva asociada a la funcion / es concava hacia abajo si x pertenece al intervalo
(-o,-3)u(0,3)
y es concava hacia arriba sobre el intervalo (-3, 0 )u( 3, +o0).
iv. Considerando que alrededor de los nimeros x=-3 , x=0 y x=2 la funcion
£(?)( x )=2x—4 cambia de signo y
_20(-3) _ _ _ _ _
F(=8)= = (0= (57 =0y 7(3)= (5% =5,
concluimos: p;(—3,5), p,(0,0)y ps( 3,5 ) son puntos de inflexion.

C. f(x):x2+£.
x

, , 1 - .
i. El denominador de £ (x )= x®+ = se anula cuando x = 0, por tanto, el dominio es el conjunto
X

(—oo , O)u(0,+oo).
2

i. £'(x)=2x—2x7" :2x—x22 y ) x)=2+4x" =2+ 5.
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ii. f(z)(x)=2+£3=0,implica 2% +2=0, 0 bien 2( x*+1)=0, por tanto, x=~-1.
X

Los nimeros anteriores generan en eje x los intervalos: (—oo, =1), (=1, 0)y (0, +w).

Intervalo NGmero de prueba | /2 )( X, ) Signode £(?)(x) | Concavidad
3 . .
[1( —%0, —1) Xpy =2 n + Hacia arriba.
1 . :
L(-1,0) 2=, ~2 _ Hacia abajo.
(0, +) X3 =1 4 + Hacia arriba.

La curva asociada a  es concava hacia abajo si x pertenece al intervalo 12( -1,0 ) y es
concava hacia arriba sobre el intervalo (-0, =1 )U( 0, +00 ).

iv. Considerando que alrededor del nimero x = —1 la funcion f( 2 )( x)=2+ % cambia de signo
X

y £(=1)=(-1) +11:0,concluimos: p(-1,0),esun punto de inflexion.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

La segunda derivada de una funcién proporciona informacion sobre el caracter de sus valores
extremos. La siguiente figura presenta las curvas asociadas a las funciones definidas sobre el
intervalo 7 = ( X, X ) La curva de la izquierda (corresponde a /) es concava hacia arriba y

alcanza un valor minimo sobre x =x,, éste es /( x, ). La curva de la derecha es creciente

(corresponde a f’) y muestra: f,(x0 ):O y que alrededor del nimero x, se cumple
f(z)(xo )>0.

fa IR
f(x,)

0

0 f(x)

Similarmente, la curva de la izquierda (corresponde a 7 ) es concava hacia abajo y alcanza un
!
valor maximo si x = x,, este es f ( Xy ) La curva de la derecha es decreciente (corresponde a 1 )

ymuestra: /" ( x, )=0 y que alrededor de x, se cumple #(?)( x, )<0.
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T2

f(x,)

f(x)

PROPIEDAD 4.4

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea / unafuncion tal que 7' (x, )=0y 7(2) existe alrededor de x,.

a. Si £(?)(x,)>0,entonces 1 (x, ) esun valor minimo relativo.

b. Si £(?)(x,)<0,entonces 1 (x, ) esun valor maximo relativo.

c. Si £(?)(x,)=0, entonces el criterio no proporciona informacion sobre 1 ( x, ).

La siguiente figura ilustra el criterio de la segunda derivada.

y
A » y
f7(%)>0 4 f7(%)<0
. | f(x) fr(x)=0
| v’al.or | valor I
f(xo) | muitmo | mdximol

| If’(x()) =gl | | |
I I | | | I
| ] | | ] I

0 a X, b >x 0 a X, b ’x

EJEMPLO 5 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Determina:

i. El dominio de la funcién.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los nimeros criticos y los maximos y minimos.

iv. Aplica el criterio de la segunda derivada y determina el caracter de los valores extremos.

aSif(x ):x3+2x2—6x+2.

i. Al'ser /(x)=x%+>x*-6x+2 una funcién polinomial su dominio son todos los nimeros

reales.
i. £ (x)=3x2+3x-6y /(?)(x)=6x+3.

iii. Si /' (x)=3x2 +3x—6=0, entonces 3(x2 +x-2 ):0,otambién
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3(x+2)x-1)=0.
Los numeros criticos son x = -2 y x =1, con valores extremos

F(=2)=(=2F+ (-2 -6(-2)+2=12y f(1)=(1 ] + > (1f -6(1)+2=-,
respectivamente.
Puesto que 7 (?)(—=2)=6(-2)+3=-9,elpunto (-2 , 12 ) es maximo.
Considerando que 7 (?)(1)=6(1)+3=9, el punto Ll : —‘;’ J es minimo.

b. Si f(x)::lg(x—4)3.

i. La funcion £ ( x ):g( x—4 ) es polinomial, por tanto, su dominio son todos los nimeros

reales.
i. £ (x)=(x=4Py r ) (x)=2(x-4).
iii. Si 7 (x)=(x—4)?, entonces ( x—4 )* =0, de donde x=4.

- . " 1
El Gnico nimero critico es x = 4 con valore extremo (4 )= §( x—4)=0.

iv. Puesto que f(z)(4):;(4—4):0, el criterio de la segunda derivada no proporciona

informacion sobre el caracter de punto p (4, 0 ).

2
X

C. f(x)=—1.

2
X

. Si x=1, lafuncion £(x )= o esta definida.
Y

o x(x-2) (2) 2

Il. = = .

-y - 2

ii. Si f'(x):x(x_z), entonces x(x_z):o, o bien x(x—2)=0, de donde x=0y
(x-1) (x-1)°

x =2. Los nimeros criticos son x=0 Yy x =2, con valores extremos

r(0 )=£=0 yr(2 )=(2 i = 4 respectivamente.
0-1 2-1
iv. Dado que f(z)(O):(O 21 5 =2, elpunto (0, 0 ) es maximo.
Dado que )”(2)(2):(2 21 5 =2, elpunto (2, 4 ) es minimo.

EJEMPLO 5 BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION
Bosqueja la gréfica de la funcion calculando:



i. Dominio.
ii. Monotonia, maximos y minimos.
iii. Concavidades y puntos de inflexion.

a. f(x):::;x3 —3x% +8x—4.

UNIDAD 4.1 Laderivada en el analisis de funciones

i. Su dominio son todos los ndmeros reales.

il. f’(x):)c2 —6x+8:(x—4)(x—

2).

Por tanto, los nimeros criticos con su respectivo valor extremo son:

v=2, f(2)= (2] ~3(2) +8(2)-4~
v=4, f(4)=2(4F -3(a) +8(4)-4=7
El caracter de su monotonia es;
Intervalo (xp : f'(xp ) ) Signode #'(x)| Monotonia
L(—o,2) (0,8) positivo creciente
(-0, 2) (3,-1) negativo decreciente
(4, +0) (5,3) positivo creciente

Como consecuencia: AL 2, 2 J es un maximo y B[ 4, ;1 J es un minimo.

1

(3)°-3(3)°+8(3)-4=2

ii. f(z)(xp )=2x-6, portanto, x=3y f(3)=§

Intervalo (xp , f(z)(xp )) signo de 1 (2)( xp) Concavidad
L(-w, 3) (0,-6) negativo Hacia abajo
(3, +o) (4,2) Positivo Hacia arriba

Como consecuencia: C ( 3, 2 ) es un punto de inflexion.

y A yA

5 5

A A
C
B > B
0 50X 0 5 T x
crece decrece crece co’ncai;a hacia abajoconcava hacia arriba
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b. f(x):;x2 _)Zc'

i. Su dominio son todos los numeros reales excepto el cero.
.t 2 N
i. 7(x)= %+ -, entonces x° +8=0, o que implica x =-2.
X
Por tanto, un nimero critico y su respectivo valor extremo es
3
x==2, f(-2)=2(-2)- =,
f(=2)=5(-2) (C2) "2

El carcter de su monotonia es:

Intervalo (xp : f'(xp ) ) Signo de f,(x) Monotonia
7 . .

L(-w,-2) L —4. g J negativo decreciente
7 " .

,(-2,0) [—1 " J positivo creciente
9 . .

I;(0, +) L 1, 4 J positivo creciente

Como consecuencia:

El punto AL 2, 2 J es un minimo.
L (2) 1 4
i. f (xp )—4—)63.
sif(2)(x, ):i—tzo,entonces x* ~16 =0, esto implica x=23/2.
X
Intervalo (xp ar| x,,)) Signode 7 (?)(x,) | Concavidad
17 . . .
L(-x, 0) ( -1 J Positivo Hacia arriba
; 15 . o
12( 0, 232 ) 1, T Negativo Hacia abajo
3
13(23@, +oo) L 46 J Positivo Hacia arriba

Como consecuencia, B( 232, 0 )es un punto de inflexion.
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Ya Ya
5 5
A
B
> >
-5 0 5 X -5 0 5 x
-5 -5
decrece crece concava hacia concava concava hacia
arriba hacia arriba
abajo
6x
c. fix)=- .
( ) x2+1
i. Su dominio son todos los nimeros reales.
L 6l —x2 +1
ii. 1 (x):—<xz), entonces
(x2 +1 )
6(—x2 +1 )=0 ,loqueimplica x=-1y x=1.
Por tanto, los nimeros criticos y sus respectivos valores extremos son
6(-1 6(1
x:—l, f(_l):_(Z)Zsyx:]" f‘(l):_ (2) -3
(1) +1 (1)* +1
El caracter de su monotonia es:
Intervalo ( X, f (xp ) ) Signode £ (x) | Monotonia
18 . .
11( — 0 , —1) -2, o5 positivo creciente
L(-1,1) (0,-6) negativo decreciente
18
(1, +0) ( 2, 25 positivo creciente

Como consecuencia, el punto A( —1, 3 ) esunmaximoyelpunto B( 1, —3 ) es un minimo.

i, £(2)(x, )=122‘(:21J);3).
X

Si f (2 )(xp ):M:O, entonces 12x(—x2 +3 ):O, esto implica:

(xz +1)
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S ) IO G N

(—x/g)z +1__2
6(0)
=0, f(0)=- =0
' (0) (0)? +1
X=x/§, f(x@)=—d@=3x3-
(a2
Intervalo (xp , f(z)( xp)) Signo de f(z)( xp) Concavidad
L( -, —\E) L -2, 1285 J Positivo Hacia arriba
(-3, 0) (-1,-3) Negativo Hacia abajo
13(0, 3 ) (1,3) Positivo Hacia arriba
Q(ﬁ, +oo) L 2, —1285 J Negativo Hacia abajo

Como consecuencia,
CL‘ﬁ’g\EJ'D(O'O)yELﬁ";@J

son puntos de inflexion.

y y
A
A A 4
c Cc
2 2
D D
> >
-2 0 2 X -2 0 2 X
-2 .2
B B
E E
crece decrece crece

concava hacia concava concava haciaconcava
arriba hacia arriba hacia
abajo abajo
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/ SECCION 4.1
EJERCICIOS PROPUESTOS

1.Sea f (x)=-x?—2x+8, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. La funcion derivada y los nimeros en que se anula o que no existe.

iii. Construye una tabla que incluya la informacion: intervalos generados por los nimeros criticos, el
signo de la funcion derivada en cada intervalo y el caracter monétono de la funcién en cada intervalo.
2.Sea f(x)=x>—-12x -2, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. La funcion derivada y los nimeros en que se anula o que no existe.

iii. Construye una tabla que incluya la informacion: intervalos generados por los nimeros criticos, el
signo de la funcién derivada en cada intervalo y el caracter monétono de la funcién en cada intervalo.
3.Sea f (x)=x>—6x*+9x, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. La funcién derivada y los nimeros en que se anula o que no existe.

iii. Construye una tabla que incluya la informacion: intervalos generados por los nimeros criticos, el
signo de la funcion derivada en cada intervalo y el caracter monétono de la funcién en cada intervalo.
4.Sea f(x)=2x? —8x+9, determina:

i. El dominio.

ii. Los nimeros criticos.

iii. Los valores extremos.

5.Sea f(x)=x°—2x+4, determina:

i. El dominio.

ii. Los nameros criticos.

iii. Los valores extremos.

6.Sea f(x)=-/x* -7, determina:

i. El dominio.
ii. Los nUmeros criticos.
iii. Los valores extremos.

7. Sea f(x):;x3 +x% + x+1, determina:

i. EI dominio de la funcion.

ii. Los numeros criticos y los valores extremos.

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.
8.Sea f (x)=x"—8x”+4, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Los numeros criticos y los valores extremos.

iii. Los intervalos de monotonia y clasifica los valores extremos.
9.Sea f(x)=x>—6x?+9x+4, determina:

Determina:
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i. El dominio de la funcion.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los nimeros que anulan la segunda derivada y los intervalos en que seccionan al dominio de la
funcion, los tipos de concavidades y los posibles nimeros en los que existen puntos de inflexion.

iv. Los puntos de inflexion.

10. Sea f(x )=-2x° +6x? — 4, determina:

Determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los nimeros que anulan la segunda derivada y los intervalos en que seccionan al dominio de la
funcion, los tipos de concavidades y los posibles nimeros en los que existen puntos de inflexion.

iv. Los puntos de inflexion.

11.Sea f(x )= —;x3 +4x, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los nimeros criticos.

iv. Aplica el criterio de la segunda derivada y determina el caracter de los valores extremos.

12.Sea f( x ):;x4 —4x? + 2, determina:

i. El dominio de la funcion.

ii. Las dos primeras funciones derivada.

iii. Los numeros criticos.

iv. Aplica el criterio de la segunda derivada y determina el carécter de los valores extremos.
13. Traza la gréfica de la funcién que cumple con las condiciones:

r(0)=6, £(3)=0, 7(6)=2.

7" (x) negativa sobre 7,(0, 3); 7 (x) positiva sobre 7,(3, 6 ).

£ 2)(x) positivasobre 75 (0, 5)y £ (?)(x ) negativa sobre 7, (5, 6).

14. Traza la gréfica de la funcién que cumple con las condiciones:

7(0)=5, 1(2)=2, 1(6)=0.

7" (x) negativasobre (0, 2)u(2, 6)y £ (2)=0.

7 (2)(x) negativasobre 7, (0, 1)u(2, 6)y 7 ?)(x ) positivaen 7, (1, 2).
15. Bosqueja la gréfica de la funcion £ (x)=3x* —4x* -2.

(x+1)2

16. Bosqueja la gréfica de la funcion / (x )=~ -
X +




SECCION 4.2 PROBLEMAS DE
OPTIMIZACION

APRENDIZAJES TEMATICA

8. Resuelve problemas que involucran 1. Problemas de optimizacion.
méximos o0 minimos de una funcién de

acuerdo con su dominio restringido.
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Los métodos del célculo diferencial constituyen una herramienta util y poderosa en la resolucion
de problemas que requieren optimizar algunas de sus caracteristicas. Con base en los elementos
tratados en la seccion anterior, es (til la siguiente estrategia de resolucion de problemas précticos de
optimizacion de funciones. No lo sigas ciegamente; con frecuencia, tus habilidades o el mismo tipo
de problema pueden indicarle utilizar un enfoque alterno o la omision de algunos pasos o la inclusién
de otros.

i. Lee repetidamente el enunciado del problema, ilistralo y asigna variables adecuadas a las
cantidades importantes.

ii. ldentifica la variable o funcion objetivo que debe ser optimizada (maximizar o minimizar), en
términos de las variables del paso i.

iii. Utiliza las condiciones de ligadura que sefiala el problema para reducir el nimero de variables, y
por consiguiente expresa variable a optimizar como una funcion de una sola variable.

iv. Aplica las estrategias desarrolladas en la seccion anterior para determinar: los numeros criticos,
valores extremos asociados y haz un andlisis de ellos.

v. Sustituye los valores criticos en la funcidn objetivo y observe que sus soluciones son viables en el
contexto del problema.

vi. Usa siempre tu intuicion para obtener alguna idea sobre cual debe ser la solucién del problema.

EJEMPLO 1 OPTIMIZACION
a. PRODUCTO MAXIMO
Determina dos nimeros enteros positivos cuya suma sea 500 y su producto sea maximo.
i. Sean x, y los nimeros desconocidos
ii. Se desea optimizar la funcidn que describe el producto de los nimeros.
p=Xxy.
iii. Los nimeros por determinar se encuentran ligados con la condicion x + y =500, si combinamos
el producto p = xy tal condicion obtenemos la funcion
p(x )=x(500-x )=500x — x> con dominio en 0 <x <500.
Dado que
p’(x):500—2x y f (2)(x)=—2.
iv. Por la condicion de nimero critico, obtenemos
p (x)=500-2x=0, luego x=250.
Ademas,
r(2)(250)=-2,
por tanto, de acuerdo con el criterio de la segunda derivada, cuando x = 250 el producto es maximo.
De la condicion de ligadura y del resultado anterior obtenemos
y=250.

Conclusion, los nimeros solicitados son
x=250y y=250.

b. TERRENOS DE AREA MAXIMA
Se cuenta con 600 metros lineales de valla. Se desea rodear un terreno rectangular de area fija y
después dividirlo en dos terrenos rectangulares congruentes con una cerca paralela a dos de los
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lados. Determina las dimensiones de los lados de los terrenos rectangulares para que el area que
encierra (cada uno de ellos) sea maxima.
i. Sean: x, y las dimensiones de uno de los rectangulos en que se divide el rectangulo mayor.

B X C X F

A X D X E
Se debe optimizar la funcion que describe el &rea de uno de los rectangulos menores, digamos el
ABCD rectangulo, es decir
A=xy.
ii. Las variables x, y estan ligadas por la relacion 4x + 3y = 600 (perimetro de las regiones), por
tanto,
_ 600 —4x
y 3 :
iii. Combinando las expresiones del rea y de la longitud de la altura obtenemos la funcion

A(x )=x( Emfc):ZOOx—:xz,con 0<x<150.

A'(x)zzoo—gxy A(Z)(x):—i.

, " . L 8
Los nlmeros criticos son las soluciones de la ecuacion 200 — gx =0, entonces x = 75.

En efecto, dado que A4 (2 )( 75 ) = —2 (criterio de la segunda derivada), la funcién area alcanza un

valor maximo si
x=75.
De x =75 y la condicion de ligadura

600 4x

y obtenemos y =100.

Conclusién, las dimensiones de los rectangulos menores son
x=75y y=100,
las dimensiones del rectangulo mayor son
2x =150y y =100 metros.

c. CONTENEDOR PRISMATICO
Se desea construir un contenedor de base cuenta y sin tapadera con capacidad de 500 litros
(%metro cubico) uniendo placas de plastico, unas rectangulares y otras cuadradas. ¢Queé

dimensiones debe tener el contenedor si se desea que utilizar la minima cantidad de aditivo en la
union de las caras?
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X

i. Sean: x lalongitud de lado de la base e y la altura del contenedor.
La longitud de las partes a unirse es

L=4x+4y.
ii. Las variables x e y se encuentra ligadas por la condicion

V=x’y=05.

. . . . 1
Si de la condicion de ligadura x*y = % despejamos y obtenemos y = PR
X

iii. La composicion de
1
L=4x+4ycon y=—"
2x?
genera la funcion

L(x)=dx+ 2

iv. De donde obtenemos

L,(x)=4—i3 y también L(Z)(x):E.
X

Si L'(x)=0, entonces
4

X

y como consecuencia 4x> —4=0 o bien x =1, también
L(2)(1)=12 12,
14
Con base en el criterio de la segunda derivada:
cuando x =1 la funcion
L ( X ): 4x + iz
X
alcanza un valor minimo, éste es, L (1)=6.

Con x =1 y la condicion de ligadura

; 1
775
obtenemos

_1
y=s
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Dimensiones adecuadas

x=1y y= ; unidades de longitud.

d. CAJA CON BASE RECTANGULAR

Se desea construir una caja rectangular sin tapa de la siguiente manera: a una lamina de carton de
10 x16 centimetros se le hard un corte cuadrado en cada esquina y luego se doblarén los bordes
verticalmente. ¢Cudles deben ser las dimensiones de los cuadrados recortados para que la caja
contenga el mayor volumen posible?

i. La figura anexa muestra el esquema de construccion de la caja.

16 16
ii. Sea x la longitud del lado de uno de los cuadrados recortados, por tanto
16 — 2x es lalongitud de la base de la caja,
10— 2x es el ancho de la base de la caja,
x es laaltura de la caja.
jii. El volumen ¥ ( x ) de la caja es
V(x)=(16-2x)(10-2x )(x )=4<40x—13x2 +x° ), siempre que 0<x<5.
iv. Por tanto,
v (x)=4(40-26x+3x? ) y ¥(?)(x)=—104+ 24x .
Siv '(x )=0, entonces 3x* —26x+40 =0 y cOMO consecuencia

20
—2yx="",
X y x 3

iy 20 -
note que la solucion x = 3 no cumple la condicion 0<x <5 por lo que se descarta.

También
7(2)(2)=-104 + 24(2 )= 56,
por tanto, si x =2 unidades de longitud, el volumen es maximo.
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/ SECCION 4.2
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. La suma de un numero positivo x con el cuddruple de otro nimero positivo y es 100 . Cuales
deben ser los nimeros si su producto debe ser maximo.

2. Se desea limitar dos lotes rectangulares contiguos y congruentes, cada uno de ellos encierra area
de 300 metros cuadrados.
¢ Cuénto deben medir el largo y el ancho de manera que se utilice la menor cantidad de valla?

3. Con una placa metélica de 2 metros de ancho se va a construir un canal (sin base superior) de
seccion transversal rectangular (doblando perpendicularmente dos lados opuestos de la placa).
¢Qué dimensiones debe tener la seccion transversal para que el flujo a través del canal sea
maximo?

4. Se desea construir una caja (sin tapadera) con una ldmina cuadrada de 24 centimetros de lado,
cortando cuadritos iguales de cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Calcula las
dimensiones que debe tener la caja para que el volumen que contenga sea el maximo.

5. Un contenedor con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 1000
centimetros cubicos. Determina las dimensiones del contenedor que minimizan la cantidad de
material usado en su construccion.

6. Se tienen 1000 centimetros cuadrados de cierto material con el que se desea construir una caja
con base cuadrada y la base superior abierta, determina el volumen méximo que puede contener la
caja.




4.3 SOLUCIONES Y EVALUACION

o/

SOLUCION A EJERCICIOS
PROPUESTOS

EXAMEN DE LA UNIDAD /
SOLUCION AL EXAMEN /
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UNIDAD 4
EJERCICIOS PROPUESTOS

[/  SOLUCIONES

4

- ’ as 4 s
1.i. Todos los ndmeros reales. ii. £ (x)=-2x—-2,seanulaen x=—2.iii.

SECCION 4.1 SOLUCIONES

AEJERCICIOS

Intervalo Signode £'(x, ) Carécter de
(-, 1) negativo creciente
(-1, +0) positivo decreciente

2.i. Todos los nimeros reales. ii. ' (x)=3x>-12,seanulaen x=-2y x=2.iii.

Intervalo Signo de f’(xp ) Caracter de f
L(-0, =2) positivo creciente
L(-2,2) negativo decreciente
I,(2, +0) positivo creciente

’
3.i. Todos los nimeros reales. ii. f ( x)=3x? —12x+9, se anula en

Intervalo Signo de f,(xp ) Caracter de f
(-0, 1) positivo creciente

(1, 3) negativo decreciente
I,(3, +) positivo creciente

4. 1. Todos los nimeros reales. ii. x = 2. iil. f

5. 1. Todos los nimeros reales. ii. x; = \[ y x, = \f

3]

4-/6 2
i)t

x=1lyx=

6. i. Los nUmeros reales menores o igual que —7 y mayores o0 iguales que 7.

i, x, =7y x, =—/7 iii. £(=7)=0y 7(~7)=0.

7. 1. Todos los nimeros reales. ii. f (—1)= 2 ii,
Intervalo Signode f (x) Caracter de f

I(-o0, —1) pOsitivo creciente

I,(-1, +o0) positivo creciente

Para p L -1, g J no decide el criterio.

2. .il.
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8. i. Todos los nimeros reales. ii. £ (—2)=-12, f(0)=4y £ (2)=12.iii.

Intervalo Signo de £ ,( X ) Carécter de ¢
L(-w, -2) negativo decreciente
L,(-2,0) positivo creciente
I,(0, 2) negativo decreciente
(2, +0) positivo creciente

Minimo p (—2,12 ). Maximo p (0,4 ), minimo p(2,-12).
9. i. Todos los numeros reales. ii. £ (x)=3x> —12x+9y (?)(x )=6x—12.iii.

Intervalo Signo de 72 )( x) Concavidad de 1
L(—o0, 2) negativo Hacia abajo
I,(2, +0) positivo Hacia arriba

iv. Punto de inflexion p(2,-3).

10. i. Todos los nimeros reales. ii. £ (x )=3x2-12x+9y £(2)(x )=6x—12.iil

Intervalo Signode 7(?)(x) Concavidad de f
L(-,1) positivo Hacia arriba
I,(1, +o) negativo Hacia abajo

iv. Punto de inflexion p (1,0 ).

11. i. Todos los nimeros reales. ii. £ (x )=—x2+4y f(2)(x )==2x.iii. x, =2, x, =2.
iv. Minimo[ -2, —1; J,Méximo( 2, 1; J

12. i. Todos los nimeros reales. ii. £ (x)=2x°—-8x y £(?)(x)=6x?-8. iii. x, =—2,
x, =0, x, =2.iv. Minimo ( —2 , —6 ), Maximo ( 0, 2 ), Minimo ( 2, -6 ).

13. 14,
N y
6 4 5
4 3
2 1
. >
ol 1 3 56 =x 0 2 4 6 X
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15. Decreciente ( —oo, 0 )u( 0, 1). VA
Creciente (1, +o ).

Céncava hacia abajo (— oo, 0 )u( 0, gJ

Concava hacia aniba (—oo, 0).
Minimo m (1, —3). Inflexion 7(0, —2).

v

-3
16. Creciente (-1,1) . Decreciente (—oo, —1)U(1, +o0) . Concava hacia abajo
(—00, -3 )u(O, \E) . Concava hacia arriba (—ﬁ, 0)u(ﬁ, +oo) . Minimo
m(—l, O).

Méximo M (1, 2 ). Inflexiones: 11(—\5, Lf} 5,(0,1)e 1{@, 2+ﬁJ.

2

yA

l—

v

/ SECCION 4.2 SOLUCIONES
AEJERCICIOS

1. x=60y y=10.
2. largo =15 metros, ancho =20 metros.

3. base =1 metro, altura =; metro.

4. altura = x =4 centimetros y base de lado 24 —2x =8 centimetros.

5. base de lado x =80 altura y =40 centimetros.

6. base de lado x = 10 , altura y = 10 yvolumen y = 10

[ & jz centimetros cubicos
x/g \/6 \/6 \/6 |
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£ UNIDAD 4 EXAMEN

1. Sea la funcion f(x):ix4 —x*+2.

a. Determina su dominio.

b. Obtén sus nimeros (puntos) criticos y sus valores extremos.

c. Los intervalos donde es decreciente y los intervalos donde es creciente.

d. M&ximos y minimos relativos.

e. Los intervalos donde es concava hacia arriba y los intervalos donde es concava hacia abajo.
f. Puntos de inflexion..

g. Bosquejo de la gréfica.

2. Determina las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede construirse con 100 metros
de cordon.

3. Con 200 metros lineales de valla se va a limitar un terreno rectangular en el que uno de cuyos
lados es un muro (lineal ya construido). ¢Qué dimensiones debe tener el terreno para que el area
que encierre sea maxima? Calcular el area maxima que encierra.
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[# UNIDAD 4 SOLUCION AL EXAMEN

1.
a. Su dominio son todos los nimeros reales.

b.x=0yx=3; f(0)=2y f(3):—1f.

c. Decrecienteen 1,( -0, 0)y 7,(0, 3). Crecienteen 7,(3, +0 ).
d.

. . 19 . . .
Minimo relativo en B( 3, _Z J.No tiene maximos relativos.
e
Céncava hacia arriba Z,( —c0, 0)y I5( 2, + oo ). Concava hacia abajo 7,( 0, 2 ).
f.4(0,2)
J y y
A T A r
5 5
A A
'\ » '\ ’
-5 0 5 x -3 0 5 X
-5 B -5 B
decrece crece concava hacia concava concava hacia
arriba hacia arriba

abajo

2. x=50y y=50.
3. 50 y 100 metros.
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