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Es el documento impreso o en linea elaborado para apoyar la preparacion de un examen
extraordinario, con base en el Programa de Estudio de la asignatura. Sera elaborado
colegiadamente y debera incluir: a) introduccidn; b) instrucciones; c) presentacion de cada unidad,
indicando los conceptos clave; d) sugerencias de actividades de aprendizaje teérico-practicas; e)
autoevaluacion del aprendizaje con base en problemas y preguntas representativas de los
aprendizajes y f) fuentes consultadas que deberén presentarse en formato APA. Debe estar
aprobada por una instancia de Direccidn correspondiente y ser utilizada, por lo menos, en un periodo
de exdmenes.



(ntroduceron

El presente documento tiene el propdsito de guiar al estudiante (en particular a los estudiantes
del plantel Oriente) en la preparacién del examen extraordinario de la asignatura de Matematicas I,
que se imparte en el Colegio de Ciencias y Humanidades. La hemos elaborado un grupo de
profesores del Area de Mateméticas del plantel Oriente del CCH que compartimos el interés de
apoyar a los alumnos que por una u otra razén adeuda la asignatura anteriormente sefialada. Su
contenido se basa (y cubre) los aprendizajes y tematica contenidos en el programa indicativo y
vigente de la asignatura ya antes sefialada, también presenta las caracteristicas que definen a una
Guia para Examen Extraordinario en el Glosario de Términos del Protocolo de equivalencias del
Colegio.

Cada unidad se subdivide en tres secciones, la primera seccion inicia presentando los
conceptos claves de toda la unidad, parte de los aprendizajes y tematica, asi como el desarrollo
disciplinario y didactico, de estos dos Ultimos aspectos. Utilizamos explicaciones tedricas formales,
figuras y una gran cantidad y diversidad de ejemplos practicos totalmente resueltos que permite al
alumno apropiarse de los conceptos y un uso correcto de los algoritmos y conocimientos
correspondientes. En su desarrollo disciplinario también proponemos un grupo de ejercicio con la
finalidad de que el alumno practique lo aprendido. La estructura de las “segundas secciones
solamente difiere de la estructura de las “primeras secciones” en que no incluir los conceptos clave.
En las “terceras secciones” el alumno encontrara las soluciones de todos los ejercicios propuestos
en las secciones 1y 2; también observara un el examen (con las soluciones) de auto evaluacién con
el fin de que él mida los conocimientos y las habilidades que adquirié. En la parte final de la obra
presentamos las referencias, en que el estudiante puede consultar los temas en los que desee
profundizar; asimismo, a los docentes les servira para enriquecer o incrementar la complejidad de
los ejercicios y contenidos abarcados en esta guia.

LOS AUTORES



INSTRUCCIONES

\A\k—*"

La Guia para el Examen Extraordinario de Matematicas |ll ha sido escrita para que la utilices
como apoyo y/o complemento en tu preparacion para presentar el examen extraordinario de la
asignatura del mismo nombre; para que repases, y/o conozcas los conceptos basicos y practiques a
fondo los algoritmos de mayor representatividad en el estudio de la geometria analitica a nivel
bachillerato. Debes leer la seccion (o la parte de tu interés) antes de intentar resolver los problemas
ylo actividades que te proponemos. Ten en cuenta que leer sobre matematicas dista bastante de
leer otro tipo de documentos, tales como una novela, un periddico o hasta libros de otras ramas del
conocimiento. Regularmente las partes de textos de matematicas (de interés para el lector), se leen
y se releen varias veces para poder comprenderlas. Debes poner especial atencion a los ejemplos
resueltos y reconstruir su resolucion; utiliza lapiz y papel a medida que los leas y, a continuacion,
intenta resolver los ejercicios propuesto en la seccién. Siguiendo estos consejos seguramente
podras hacer tu tarea optimizando el tiempo e incrementando la comprension de conceptos y
habilidad en el uso de los algoritmos.

En un primer acercamiento a una unidad memoriza las definiciones y trata de comprender los
conceptos, sin embargo, no debes cometer el error de tratar como reglas los ejercicios resueltos que
observes. Las matematicas no son simples memorizaciones, sino que son el arte de modelar y
posteriormente resolver problemas, jno se trata de memorizar problemas resueltos! Para
comprender significativamente una unidad o un tema, debes modelar y resolver problemas, muchos
problemas; haz todos los que puedas, intenta escribir sus soluciones en una forma logica y
detalladamente, paso a paso. Por lo general, para resolver un problema en matematicas se realizan
varios intentos, no te rindas ante ellos, si no puedes resolverlo en los primeros intentos. Los primeros

intentos en la resolucion de problemas se relacionan con su comprension y para ello se tienen que



leer varias veces y relacionar con lo que ya aprendiste en tus cursos previos de matematicas y de
los ejemplos resueltos de la guia Lucha con cada problemas hasta que lo resuelvas; una vez que
hayas hecho esto unas cuantas veces, comprenderas el papel de las matematicas en los procesos
mentales del aprendizaje.

Las respuestas de todos los ejercicios y a todas las preguntas de los examenes propuestos de todas
las secciones y todas las unidades se encuentran en las secciones de fraccidn .3. En caso de que tu
respuesta a cierto ejercicio difiera de la que te proponemos, no concluyas de inmediato que estas en
error, tu respuesta y la propuesta pueden ser equivalentes y estar enlazadas por medio de ciertas

consideraciones y ambas ser correctas.
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ELEMENTOS DE
TRIGONOMETRIA

rectangulos.

SECCION 1.2 Triangulos oblicuangulos.

SECCION 1.3 Soluciones y evaluacion.

SECCION 1.1 Razones trigonométricas y triangulos

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el
alumno:

Utilizara las razones e iden.
tidades trigonométricas, asi
como las leyes de senos y
cosenos mediante la resolu-
cion de problemas en distin-
tos contextos que involucren
triangulos con la finalidad de
construir conocimientos que
seran empleados en asigna-
turas posteriores.
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CONCEPTOS

CLAVE

Angulo. Figura plana formada por dos segmentos de recta con el punto inicial comun.

Triangulo. Figura geométrica formada por tres segmentos de recta determinados por tres puntos no
colineales.

Triangulo rectangulo. Triangulo con un angulo interior recto.

Cateto opuesto. En un tridngulo rectangulo y seleccionado uno de sus angulos agudos, el lado que
no forma partes de este angulo.

Cateto adyacente. En un triangulo rectangulo y seleccionado uno de sus angulos agudos, el lado
de menor longitud que forma partes de este angulo.

Hipotenusa. En un triangulo rectangulo, el lado de mayor longitud.

Razoén. Comparacion de dos cantidades por medio de una division.

Triangulo oblicuo

Triangulo resuelto. Es el triangulo del que se conocen las amplitudes de sus tres angulos interiores
y las longitudes de sus tres lados.

Angulo de elevacion. El angulo medido hacia arriba desde el rayo horizontal

Angulo de depresién. El angulo medido hacia abajo desde el rayo horizontal.

Ley. Propiedad o norma que describe el comportamiento de la combinacion de elementos en una
estructura matematica.

Identidad. Igualdad algebraica que se verifica para cualquier valor que se asigne a la(s) variable(s).

Teorema de Pitagoras. Propiedad que establece la relacidn entre las longitudes de los lados de un

triangulo rectangulo.
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1.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS Y

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

1. Comprende que el concepto de razon trigonométrica se de-
riva de la relacion de los lades de un triangulo rectangulo y
gue son correspondientemente invariantes en triangulos se-
mejantes.

2. Determina los valores de las razones trigonomeétricas para
los angulos de 30°, 45° y 60° y emplea la calculadora para ve-
rificarlos.

3. Resuelve problemas que involucren triangulos rectangulos.
4. Comprende la deduccion de algunas identidades trigono-
métricas.

TN
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Las razones trigonométricas se definen con base a un tridngulo rectangulo de la siguiente forma;
del tridngulo rectangulo se selecciona como referencia uno de sus angulos agudos y se identifica
como “cateto opuesto” al lado que no forma parte del angulo seleccionado, la hipotenusa es el lado
de mayor longitud del triangulo, y el otro lado sera el cateto adyacente.

C C angulode
referencia

N
angulode o\
N

referencia

cateto
opuesto

cateto
adyacente

B A
cateto adyacente cateto opuesto

FIGURA 1.

Utilizaremos la siguiente convencion para referirnos a los elementos de un triangulo rectangulo:
i. Con letras mayusculas representaremos los angulos interiores.
ii. Con letras minusculas representaremos a los lados o a las longitudes de los lados (también a los
lados).
iii. Dado un angulo (representado con cierta letra mayuscula), la longitud del lado que se le opone la
representaremos con la misma letra pero minuscula.
iv. Una vez seleccionado un angulo de referencia, nos referiremos con:

CO al cateto opuesto, CA al cateto adyacente y con H a la hipotenusa.

. C Y ,

A z
FIGURA 2.
Una razén es la comparacién de dos cantidades por medio de una division definimos:

DEFINICION 1. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Si A es laamplitud de un angulo agudo (no recto) de un triangulo rectangulo:
_ longitud del cateto opuesto

seno A= . .
longitud de la hipotenusa
longitud del cateto adyacente
longitud de la hipotenusa
longitud del cateto opuesto
longitud del cateto adyacente
longitud del cateto adyacente
longitud del cateto opuesto
longitud de la hipotenusa
longitud del cateto adyacente
longitud de la hipotenusa
longitud del cateto opuesto

coseno A=

tangente A=

cotangente A=

secante A=

cosecante A=
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Simplificar la notacion para referirnos a las razones trigonométricas de la definicion 1,
utilizaremos:
co ca co ca h h
senA=-— , cosA=— , tgA=—, ctgA="— , seCA=— y csCA=— ,
h h ca co ca co

respectivamente.

(?J EJEMPLO 1. CALCULO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS

a. En la figura los valores de las razones trigonométricas son:

. senA:§:0.6 ctgA:izlé
3 5 3
4 cos A=2-08 sec A= =125
. 5 4
5 tg A=§=0.75 cscA=§:1.6
A 4 3
b. Para el triangulo rectangulo
C
cos 34° = 8 CSC56° = 9.65
965 9.65 8
sen56° = 9865 sec34° = >
A 34 B '
8

Con el valor de una razén trigonométrica se puede determinar la amplitud del angulo que la
definen, esto se consigue aplicando la razén trigonométrica inversa.

DEFINICION 2. RAZONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Sea un triangulo rectangulo tal que r es la razoén entre los dos lados que constituyen al &ngulo
agudo A con medida (o amplitud) mZA.
a.Si sen A=r,entonces mZA =ang senr .

b. Si cos A=r, entonces mZA =ang cosr.
c.Sitg A=r,entonces mZA=ang tgr.

Las restantes razones trigonométricas también tiene asociada una razén trigonométrica inversa,
sin embargo, por su escasa utilidad no las incluimos en la definicién anterior. El calculo de las
razones trigonomeétricas inversa, por lo general, se realiza con una calculadora cientifica 0 una APP
(pueden ser, Geogebra, Symbolab Calculator, 0 alguna otra). En el caso de una calculadora
cientifica el proceso se realiza digitando una de las tres opciones; cabe sefialar que digitar la palabra
exe es equivalente a digitar =.

shift relacion angulo exe inv relacion angulo exe 2nd relacion angulo exe
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(?J EJEMPLO 2. CALCULO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

a. Sabemos que cos0” =1, entonces, ang cos 1= 90°

b. Si sen30° = ; entonces, ang sen ;: 30°

13 A3
2

¢. Si cos30° = \7 , entonces, angcos —— = 30°

d. Si tg45° =1, entonces, angtg 1= 45°

B3

e. Si sen60° = f entonces, ang sen —— = 60°

f. Si cos A° =0.28, entonces, mZA = ang cos 0.28
g.Si tg C° =2, entonces, mZC =angtg 2

h. Si sen A°=0.4332, entonces, m£A = angsen 0.4332

Los triangulos incluyen tres lados y tres angulos interiores, entenderemos que el tridngulo esta
resuelto cuando son conocidas las medidas de sus lados y las amplitudes de sus angulos interiores;
por otra parte, en el proceso de resolucién de un triangulo rectangulo debemos tener en cuenta:

i. La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°, o bien, la suma de las
amplitudes de los dos &ngulos agudos de un triangulo rectangulo es 90°.

ii. El teorema de Pitagoras.

iii. Nombrar a sus elementos.

iv. Vincular dos elementos conocidos con uno desconocido utilizando una razon trigonométrica.

‘?_1 EJEMPLO 3. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

a. Resolucion del triangulo rectangulo.

14

34°

A

b

i. 34°+m«£C =90°, de donde, m£C =56°
ii. La relacion coseno vincula los elementos m£A=34° y ¢ =14 con b, entonces,
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C0s34° = E o bien, b= 14 = 14 =16.8870
b cos34° 0.8290

iii. La relacion seno vincula los elementos m£A=34° y b =16.8870 con a, entonces,

sen34°= 2 obien, a=(16.8870 )sen34° = 9.4431
16.8870

iv. Resumen:
msA=34°, ms/B =90°, mZC =56°, a=9.4431, b=16.8871y c=14

b. Resolucién del triangulo rectangulo de la figura.

8 a=8

C
i. La relacién coseno vincula los elementos conocidos (lados) b =10 y ¢ =8 con el elemento

(angulo) desconocido m£A, entonces,

COS A= 18(’) = 0.8, entonces, m£A = angcos0.8 = 36.8699°

ii. 36.8699° +m~C =90°, de donde m«C =53.1301°
iii. La relaciéon seno vincula los elementos conocidos m~ZA =36.8699° y b =10 con a, entonces,

sen 36.8699° = 1‘3(‘) , obien, a=(10 )sen36.8699° = 6

iv. Resumen:
mZA =36.8699°, m«/B =90°, m«C =53.1301°, a=6, b=10y c=8
c. Resolucion del triangulo rectangulo de la figura.

10 b=10

A B

20 c=20
i. La relacion tangente vincula los elementos conocidos b=10 y ¢=20 con el elemento
desconocido m/C, entonces, tgC = ig =2, luego, m/C =angtg ( 2 )=63.4349°

ii. La amplitud del angulo
/B es m/B =90°-63.4349° = 26.5651°

iii. Por el teorema de Pitagoras:
a=-/10% +20% = 22.3607
iv. Resumen:

mZA=90°, m£B =26.5651°, m£C =63.4349°, a=22.3607, b=10y c=20
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/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 1

1.
a. Calcula todas las razones trigonométricas del angulo A .

C

MS

A B
4

2. Resuelve.

C
18
A
12
B

3. Resuelve.

C
B
15\A

4. Resuelve.

B
A
12
7
C
|
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La construccion de modelos que apoyan la resolucion de problemas relacionados con las
razones trigonométricas, usar “angulos de elevacion” y de los “angulos de depresion” evita el uso de
angulos negativos
Si un angulo se mide por debajo de la horizontal del punto de observacién se llama angulo de
depresion, en caso de que se mida hacia arriba de la horizontal se conoce como angulo de
elevacion.

angulo

obsevador de elevacioén
\ horizontal

1‘ angulo
de depresidn

] EJEMPLO4. SITUACIONES QUE INVOLUCRAN TRIANGULOS RECTANGULOS

a. ALTURA A LA QUE VUELA UN AGUILA

Una persona ( P ) determina que el angulo de elevacion al
lugar donde se encuentra un &guila ( A) es 60°, la
observacion la efectiia a 2 metros del piso y la sombra
(S) del aguila se proyecta verticalmente sobre el suelo a
una distancia de 20 metros del observador, ¢a qué altura
se encuentra el aguila? A \
i. Trazamos una figura que muestre esta situacion.

ii. Sea h la longitud de la altura.

iii. La razon trigonométrica que relaciona el angulo de
elevacién, la altura del &guila y la distancia entre la sombra h
del aguila y el observador es la tangente, por tanto,

h A
tg60° = —,
g 20

¢
entonces, P 20 S ] 2
h=( 20 )tg60° =34.6410 metros.

iv. Falta agregar la altura a la que se hizo la observacion,

entonces,
h=2+( 20 )tg60° = 36.6410
metros.
b. DISTANCIA A UN CAMION
Una persona ( P ) se encuentra sobre una torre, a una P >
altura de 100 metros, observa un camién (C ) con un 60> 30°
angulo de depresion de 30° . ;A qué distancia se _/
encuentra el camion del pie de la torre? e
i. La figura ilustra la situacion. T c

ii. Sea d la distancia entre el camion y el pie de la torre. d
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iii. La razon trigonométrica que vincula el angulo de depresion, la distancia entre el camion y el pie
de la torre, y su altura es la tangente, entonces,

tg60° = 180 y d =100tg 60° =173.2051 metros.

c. RADIO INTERIOR

Calcula la longitud del radio interior (de la base) de una caja con
forma de “prisma octagonal regular’, si la longitud de lado del
octagono (de las bases) mide 10 unidades.

i. La figura muestra la base octogonal superior de la caja.

ii. El cateto BD (del triangulo ABD ) es el radio r de la
circunferencia inscrita la base octogonal. La hipotenusa AB
biseca a uno de los angulos interiores del octagono La amplitud de

cada angulo interno del octagono es M =135°, por

tanto, mZBAD = 67.5°
iii. Entonces, r =| BD | =5tg( 67.5° ) ~12.0711 unidades.

d. AREA 'Y VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE DE BASE CUADRADA)

Calcula el volumen y el area de una piramide regular con base cuadrada. Cada lado de la base mide
12 unidades y cada cara forma un &ngulo de 72°respecto a la base.

i. La figura muestra la piramide.

ii. El volumen de una pirdmide cuadrangular es

V= :1)’( area de la base ) altura ),

Se requiere la longitud de la altura. La base del
triangulo mostrado en la figura (con lineas

punteadas verdes) mide | FG | =6 unidades; por
tanto, A 12 B

1
tg72° = E6F & | EF | =6-tg72°=18.47, YV :5(12 )?(18.47 )=886.56

unidades cubicas.
El area de la piramide es la suma de las areas de las caras con el area de la base, es decir,

Agec = l( 12 0 =116.4984 unidades cuadradas.
2 cos72°

Por tanto,
Ajiramide = 4(116.4984 )+12% =609.9936 unidades cuadradas.

e. DISTANCIA ENTRE LATIERRA'Y LA LUNA
El radio de la luna mide aproximadamente \ r \:1738 kilometros.

Cuando la luna se observa desde la tierra, se
puede contemplar totalmente bajo un angulo de
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amplitud igual a 0.25°. Calcula | TL |, Tierra
distancia entre la tierra y la luna. S p Luna
i. La figura muestra la situacién antes descrita. T = 5 A
ii. Entonces, 0.25°
r
tg( 0.25° )= —,
9(025° )=
: 1738 o . ,

o bien, D = ~ 398317.7314 kilometros (distancia al centro de la luna).

tg(0.25°)
iii. Para obtener la distancia a la luna se restan 1738 Kilémetros (el radio de la luna), por tanto,
\ TL \ =396579.7314 kildmetros.

/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 2
1. Calcula el perimetro de 2. Obtén el area y el perimetro 3. Calcula la longitud D de la
la circunferencia. del rombo. diagonal y la longitud d de la
C D diagonal de la base en el
ortoedro.
30 A 0> /
: 8 |
) ;) i \/
o) D
C
12 40°
8

12

4. Para subir un objeto a una carretera se utiliza un bloque metélico como una rampa de 20 metros
de longitud. El angulo que forma el tablon con el lugar en que se encuentra el objeto es de 30° ;A
qué distancia del precipicio de la carretera se apoya el bloque metalico?

5. Cuando los rayos del Sol tienen una inclinacion de 54° sobre la horizontal, un arbol proyecta un
sombra de 6.5 metros sobre el piso desde su base. Calcula la altura del arbol.

6. Una persona, cuyos 0jos se encuentran a 1.7 metros de sus pies, determina que la medida del
angulo de elevacion del asta bandera de San Angel es 58°, la medicion la efectlia desde una loma
de 4 metros de altura y a una distancia de 15metros del asta. Determina la altura del asta bandera.
7. Dos barcos A y B parten de la misma bahia situada en un punto o. Sus desplazamientos
tienen direcciones que forman un angulo de 90°. El barco A lleva una velocidad de 11 kilémetros
por hora, mientras que el barco B lleva una velocidad de 18 kilometros por hora. ;Qué angulos
forma la trayectoria (respecto a la direccién de sus desplazamientos) que los une después de
transcurrida media hora? (distancia es igual a la velocidad por tiempo).
|
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DEFINICION 1. IDENTIDAD TRIGONOMETRICA

Una “igualdad” de dos expresiones que involucran relaciones trigonométricas, y que es valida para
todas las asignaciones posibles al asignarle al angulo del que dependen, recibe el nombre de
identidad trigonométrica.

Antes definimos:
senA:E, cosA=E, tgA:E, ctgA:E , secA:L y cscA:E, donde,
h h ca co cca. co
co es la longitud del cateto opuesto, ca es la longitud del cateto adyacente y h la longitud de la
hipotenusa. La combinacién de y/o rescritura de las definiciones anteriores conducen a la definicién

2.

DEFINICION 2. IDENTIDADES RECIPROCAS

a.Si csc A = 0, entonces, sen A = , 0 bien, csc A= , siempre que sen A =0
csc A sen A
: . 1 ,
b. Si sec A= 0, entonces, COSA = , 0 bien, sec A = , siempre que cos A =0
sec A cos A

c. Si ctg A= 0, entonces, tg A=

! , 0 bien, ctgA:i,si tgA=0
A tg A

ctg
co ca.
- h nA a _ h A
Similarmente: 1. tg A = ©_h _* 2. ctgA= ca _ h _COS
ca Ca cosA co. CO. senA
h h

Con la definicion 3. formalizamos las identidades anteriores.

DEFINICION 3. IDENTIDADES DE COCIENTE

a.tgA= >N '2 , siempre que cos A= 0 b. ctgA= cos A , siempre que sen A= 0
cos
Las longitudes de los lados de un tridngulo C

rectangulo se relacionan con el teorema de Pitagoras; en

el triangulo de la figura 1. senA=Z, CcoS A:E, 0 b a
bien, a=b-sen Ay c=b-cos A;asimismo,
b% =a? +c? (Teorema de Pitagoras) A c B
B ' FIGURA 1.

Por tanto, b? =b? -sen®A+b? -cos?A, o bien, 1= sen’A+cos’A

Si dividimos 1=sen®?A+cos?A por sen’A o por cos’A obtenemos las otras dos
identidades trigonométricas de la definicién 4.
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DEFINICION 4. IDENTIDADES PITAGORICAS

a. sen®A+cos’A=1 b.1+tg?A=sec’A  ¢.1+ctg?A=csc?A

En lo sucesivo se utiliza indistintamente:
sen?A=(senA ¥, cos?’A=(cosA Y, tg>?A=(tg A )?, etcétera,

Otro grupo de identidades trigonométricas, cuya deduccién requiere del uso de aspectos
geométricos un poco mas elaborados, pero de gran importancia se encuentran en la definicién 5.

DEFINICION 5. IDENTIDADES DE SUMA DE ANGULOS

a. sen( A+B )=sen AcosB+cos AsenB
b. cos( A+B )=cos AcosBFsen AsenB

tgA+tgB
¢ tg( A+B ):1JgrtgA?gB

Aplicando las identidades trigonométricas de las definiciones 1. a 5. es posible deducir y/o
simplificar otras identidades trigonométricas.

(?J EJEMPLO 5. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

a. Verificacion de sen Asec A=tg A

AFIRMACION RAZON
1
senAseCA=senA —— Identidad reciproca para sec A
cos A
_senA Simplificacié
cos A implificacion.
=1tg A Identidad de cociente.
b. Verificacién de cos A ( tg A+ctg A)=csc A
AFIRMACION RAZON

Identidades de cociente.

cosA(tgA+ctgA)=cosA senA | cosA
CoOsA senA

2 2
sen“A+cCcos A .
=COSA| — Operando con fracciones.
cosAsen A
_ cos A 1 Identidad pltagczmca )
cos Asen A sen“A+cos*A=1
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= se:l A Simplificacion.
=CSCA Identidad reciproca csc A = sen A
c. Verificacion de sen?A (1+( ctgA ) ):1
AFIRMACION RAZON
senZA(1+( ctgA ) ): sen?A( csc A ¥ Iithlfg(zj EE%ZZ?A
=sen?A 5 Identidad reciproca csc A =
sen“A sen A
=1 Simplificacién algebraica.

d. Verificaremos: 3sen? A+ 4cos? A=3+ cos’A

AFIRMACION

3sen®A+4cos °A = 3sen?A+3cos 2A+cos 2 A
:3(sen2A+ cos 2A)+ cos 2A

=3+ Ccos?A

RAZON
Separacion de un sumandos.

Factorizacion.
ldentidad pitagérica sen?A+cos 2A=1

cos A sen A

e. Verificaremos la identidad:

+
1-tgA 1-ctgA

AFIRMACION
cos A sen A cos A sen A
+ = +
1-tgA 1l-—ctgA 1_senA 1_ cos A
cos A sen A
_ COsA L sen A
~ cosA—senA  senA—cosA
cos A sen A
cos’ A sen’® A

= -
cosA—sen A  sen A—cosA

_cos® A-sen® A
cos A—sen A

=COSA+SsenA
RAZON
Identidades de cociente
sen A cos A
tgA= CtgA =
J cos Ay J sen A

Ejecucidn de “quebrados”.

Simplificacion.

Simplificacion.

(cosA—senA ) cosA+senA ) Factorizacion en binomios conjugados.

CosA—senA
=CoSA+senA. Simplificacion.
f. Verifiguemos: tg A+ ctg A=sec Acsc A
AFIRMACION RAZON
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tg A+ctgA= sen A 4+ % A ldentidades de cociente tg A = sen A y CtgA= Cos A
CoSA senA sen A
2 2
sen® A+cos” A
= Ejecucion del “quebrado’.
cosAsenA J d
1
= cos Asen A ldentidad pitagérica sen®A+cos?A=1
- 1 Propiedades de los “quebrados”
c0s A sen A ropiedades de los “quebrados”.
=sec AcsCc A
SeCA S |dentidades reciprocas: sen A = , SeCA = 1
csc A cos A
g. Verifiquemos: sen2A =2sen Acos A
AFIRMACION RAZON

sen2A=sen( A+A)
=sen Acos A+ cosAsen A

=2sen Acos A

Suma de términos semejantes.
ldentidades de suma de angulos:

sen( A+B )=sen AcosB+cos AsenB

Suma de términos semejantes.

h. Verifiquemos: cos 2A=1—2sen’A
AFIRMACION

cos 2A=cos( A+A)

=cos AcosA—-senAsen A

=cos’A—sen’A

=1-sen’A—sen’A

RAZON
Propiedad de la suma.

|dentidades de suma de angulos
cos( A+B )=cos AcosB—sen AsenB

Simplificacion.

ldentidad pitagérica senA+cos?A=1

=1-2sen’® A Simplificacion.
i. Verifiquemos: tg2A = 2tg;A
1-tg° A
AFIRMACION RAZON
tg(A+A):w dentidad tg(A+B):M
1-tg Atg A 1+tgAtgB
219 A
tg( 2A )= imnlificacié
9( ) 1+1g°A Simplificacion.
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/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 3

1. Verifica las identidades.
a.tgAcsc A=sec A

b. sen Acos A(tg A+ctg A)=1
c. cscCA—sen A=cos Actg A

d. sen® A(1+ctg2 A ):1

cos A—sen A
e.l-tgA=— ———
cos A
: =csc? A—csc Actg A
1+cos A



1.2 TRIANGULOS

OBLICUANGULOS

APRENDIZAJES
EL ALUMNO:

5. Comprendera el proceso de deduccion de las leyes de se-

nos y de cosenos, para resolver problemas sobre triangulos
oblicuangulos.
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Las razones trigonométricas se utilizan en la resolucion de triangulos no rectangulos (también
conocidos como oblicuangulos). La combinacién de los aspectos tratados en la seccién anterior junto
con otros aspectos, tanto algebraicos como geométricos justifican las propiedades conocidas

como:"Ley de los senos” y “ley de los cosenos”.

Las propiedades (teoremas) 1., 2., y 3. se
refieren a la figura 1., en donde las letras
minusculas a, b y ¢ indican longitudes de lados b
contiguos y las mayusculas A, B y C
amplitudes de los angulos interiores.

c
FIGURA1.

PROPIEDAD 1. SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES DE UN TRIANGULO

La suma de las amplitudes de los angulos interiores de un triangulo es 180°

PROPIEDAD 2. LEY DE LOS SENOS

En el triangulo

C se cumple la relacion:
a b c

b a sen A senB senC

PROPIEDAD 3. LEY DE LOS COSENOS

En el triangulo
C se cumplen:

a2 =b%+c?-2bc-cosA
b? =a?+c¢c%-2ac-cosB
c2=a?+b?-2ab-cosC

En la resolucion de triangulos, la ley de los senos es util si se conocen:
i. La amplitudes de dos de los angulos interiores y la longitud de un lado.

ii. Las longitudes de dos lados y la amplitud de un angulo opuesto a uno de los lados conocidos.

La ley de los cosenos es aplicable si:

i. Se conocen: la amplitud de un &ngulo y las longitudes de los lados que lo forman.

iii. Las longitudes de los tres lados.
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Con el ejemplo 1. mostramos la forma de el uso de las propiedades anteriores

EJEMPLO 1. APLICACION DE LAS LEYES: DE LOS SENOS Y DE LOS COSENOS

kS
Resuelve los triangulos.
a.
C
60°
b 4
40°
A B

c

La suma de las amplitudes de sus angulos interiores es
180°, entonces,
40° + ms/B +60°=180° < ms/B=80°
Sustituimos los valores de los elementos conocidos en la
ley de los senos, obtenemos
sen40° sen80° sen60°

4 b c

0 bien, (utilizando una calculadora),

0.6428 0.9848 0.8660

por tanto, tenemos las ecuaciones:

0.6428 0.9848

4 b c

0.6428 0.8660

4 b ' 4 c
sus soluciones son
p - 0-9848 (4)=613yc= 0.8660 (4 )=5.39, respectivamente.
0.6428 0.6428

La tabla anexa sintetiza los resultados obtenidos.

Longitudes de los lados

a=4

b=6.13

c=5.39

mZA=40°

m«B =80°

m£C =60°

Amplitudes de los angulos

b. Resolucion del triangulo DEF La suma de las amplitudes de los angulos interiores de un

triangulo es 180°, luego:
m£/D+42.16°+112.33°=180° < m«D=25.51°

Si sustituimos los valores de los elementos conocidos en la

ley de los senos, obtenemos:

o sen2551°  sen42.16° senl12.33°
d e 625
o bien, (empleando una calculadora)
0.4307 0.6712 0.9250
d f 625 °
, : 0.4307 0.9250 0.6712 0.9250
Posteriormente obtenemos las ecuaciones: = y = :
62.5 e 62.5

sus soluciones son:
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d= m( 625)=29.10y e= %( 62.5 )=45.35
0.9250 0.9250
La tabla anexa sistematiza los resultados obtenidos.
Longitudes de los lados d=29.10 e=45.35 f =625
Amplitudes de los angulos m«D = 25.51° m/E =42.16° m/F =112.33°
c. Son conocidos: la amplitud del angulo ZA y la longitud
c de su lado opuesto ( BC ), por tanto, es aplicable la ley de
los senos. Sustituyendo datos conocidos:
4 6 sen35° senB senC
6 4 c '
A 35° . solo es util la parte
35° B ,
se”G = %18 5 bien, senB =4( 0.096 ),

Utilizando una calculadora,
m~B =sen*( 0.384 ) = 22.58°
Por la propiedad referente a la suma de las amplitudes de los angulos interiores obtenemos:
35°+22.48°+ m/C =180° < msC =122.52°
Una nueva aplicacion de la ley de los senos da
sen35° sen22.58° senl122.52°

)

6 4 c
de la ecuacion SSN12292 _ SN22527 ioemos ¢ = (4 )M =8.7856
c 4 0.3839
La tabla anexa sistematiza los resultados obtenidos.
Longitudes de los lados a==6 b=4 c =8.7856
Amplitudes de los angulos mZA=35° m«B = 22.52° m«£C =122.52°
d. En el triangulo de la figura se conocen las longitudes de los
C tres lados (inicialmente la ley de los senos carece de
utilidad). Aplicamos la ley de los cosenos para calcular la
20 . medida del angulo £ A obtenemos:
2 2 2 2 2 2
cos A b +c°-a _ 20° +15° -8 _ 561:0.935,
A T B 2hc 2(20)15) 600
entonces,
m~A = cos 1 0.935 = 20.77°.

La amplitud del £B se determina en forma similar:
a’+c®-b* 8% +15°-20*> -111
2ac 2(8)15) 240

cosB = =-0.4625,
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por tanto,

m/B =cos ' ( —0.4625 ) =117.54°
De la propiedad sobre la suma de las amplitudes de los angulos interiores de un tridngulo
obtenemos:

20.77°+117.54° + m~«C =180°, entonces, m~LC = 41.68°
En la tabla sintetizamos los resultados obtenidos.

Longitudes de los lados a=38 b=20 c=15
Amplitudes de los angulos m«£A=20.77° m«B =117.55° m«C =41.68°
e. Son conocidos: las longitudes de dos lados y la medida del
c angulo que forman, por tanto, no es aplicable la ley de los
senos. Con la ley de los cosenos podemos determinar los
18 a valores de los elementos desconocidos.
La longitud del lado BC es
AL . a® =187 +32% — 2(18 ) 32 )cos 25° = 303.93, 0 bien,
32 a=17.43

La medida de £C la obtenemos con la ley de los cosenos,
a®+b?-c® 17.43%+18*-32° -396.19

- = =-0.63
2ab 2(17.43)(18) 627.48

cosC =

m~«C =cos™* ( —0.63 )=129.05°
Puesto que
25°+m~/B +129.05° =180° < m«B = 25.95°
En la tabla anexamos los resultados obtenidos.

Longitudes de los lados a=17.43 b=18 c=32

Amplitudes de los angulos mLA=25° m«B = 25.95° m«£C =129.05°
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/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 1

1. ApIica la ley de los senos y/o la Iey de los cosenos y resuelve los triéngulos

90,/ 85:9° \70 83.52° 5
A B
B
A

d. e. f.
C

C
A ‘ 91.29
B A 5 A 59.66° 5
30 60

128.56

65.27
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El calculo de longitudes en estructuras arquitectonicas (piramides, edificios, puentes, ventanas)
suele realizarse resolviendo uno o mas triangulos oblicuangulos; los problemas que requieren el
calculo de distancias o longitudes de caracter inaccesible, por ejemplo, distancia a nubes, distancias
entre cuerpos celestes suelen requerir en su estudio la resolucion de triangulos oblicuangulos. En
fisica es fundamental en la medicion de distancias geograficas y establecimiento rutas, elementos de
trafico, limites de velocidad, etcétera y esto puede requerir de la resolucion de un tridangulo
oblicuangulo.

(?J EJEMPLO 2. APLICACIONES DE LOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Construye un modelo que describa la situacién y de respuesta a la pregunta.

a. Calcula la distancia que recorrié un estibador al subir y bajar una rampa si su base mide 32
metros, el angulo de inclinacion de la subida es 40° y el de bajada es 30°.

i. Modelamos la rampa con un tridngulo no rectangulo.

ii. La figura representa la rampa. La distancia recorrida es la suma de las longitudes de los lados no

horizontales.
C

b a

40° 30°
A B
32
iii. De m£A+m./B +m~«C =180° y los datos del problema obtenemos m/C =110°

Para determinar a aplicamos la ley de los senos, entonces,

a _ 32 < a= 32 sen40=21.89
sen40 senll0 sen110

Para determinar b aplicamos nuevamente la ley de los senos

2189 b o b=sen30 21.89

sen40  sen30 sen 40
iv . El estibador recorre D=21.89+17.027 =38.917 metros.

=17.027

b. Un globo aerostatico se encuentra anclado en el suelo por dos cuerdas (formando segmentos
rectilineos) en los puntos A y B a una distancia de 140 metros entre ellos, y formando angulos de
80° y 60° entre el suelo y la base del globo. ¢ Cual es la longitud de la cuerda que sujeta al globo?

i. La figura muestra un esquema de la situacion. La longitud de la cuerda utilizada es la suma de las
longitudes de los lados que definen los segmentos de la cuerda.

[ C

80° 60°
140

ii. Lalongitud | de la cuerda es la suma de las longitudes de los segmentos de recta AC y BC .
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Los angulos del triangulo de la derecha satisface la relacién 80° + 60° + m£C°=180°, entonces,
m~/C°=180° —80° — 60° =40°
sen80° sen60° sen40°

Aplicando la ley de los senos, obtenemos: , 0 bien,
a b 140
sen80° sen40° sen60° sen40°
a 140 ’ b 140 '
asi
a=(140)%"% _ 51449 y b-140%"%" _ 18862
sen 40° sen40°

iii. La longitud de la cuerda es | =214.49+188.62=403..11 metros.

¢. Un halcdn vuela del arbol A al @rbol B (en linea recta); que se encuentra a una distancia de 1.5
kildmetros y posteriormente gira 50° y se dirige hacia el arbol C, que se encuentra a una distancia
de 1 kilémetro del arbol B .

Determina la distancia entre los arboles A 'y C. ;A qué angulo debe girar la aguila en el arbol C
para regresar al arbol A?

i. La trayectoria que sigue el halcon es un triangulo no rectangulo.

ii. La muestra la trayectoria seguida por el aguila.

B
c=15
15  50° ‘ A B

~Pite

1
b a=1

c% A

FIGURA 4.

ii. Si b representa la distancia entre los arboles A y C, aplicamos la ley de los cosenos para
calcularla,

b?=1%+1.5? —2(1 ) 1.5 )c0s50°=3.25-3( 0.64 )=1.33 y b=-/1.33 =1.15 kilémetros.

iv. Para calcular m~c , aplicamos la ley de los cosenos,
a’®+b?-c® 1°+1.15*-15* 0.08
2ab  2(1)115) 230
m~/C = cos "0.0348 = 88.006°

cosC = =0.0348, donde,

d. Una torre tiene altura de 76 metros y el piso a su derecha tiene esta inclinado positivamente 8°.

¢ Cual es la longitud de un cable de soporte si une el punto mas alto de la torre con un punto que se
encuentra a 10 metros a la derecha de su base y sobre el piso inclinado? ¢Cual es la longitud de
otro cable de soporte, si este se fija a la mitad de la torre y se asegura en un punto a 15 metros a la
izquierda de su base?

i. Los cables de soporte y el eje de la torre forman dos tridangulos, uno es rectangulo y el otro no es
rectangulo.
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ii. La figura muestra los cables de soporte de la torre y los tridngulos que generan.

o E
\
5 \
\
76 // \
\
/
// \
, ‘/ \ 80
A 15 B 10 ¢

a

A
1\
Iy
I\
D LA\
761\
/4 I\
ya I\
s :38 |82°\
15 B B 10
b

iii. Calculemos la longitud del cable de soporte derecho. Sea b la longitud del cable que va del
punto C al punto E, aplicando la ley de los cosenos obtenemos:

b? =10% +76% — 2(10 ) 76 )cos 82° =5876 — 211.54 = 5664.46,,

entonces,

b =-/5664.46 =75.26 metros.
iv. Calculemos la longitud del cable de soporte izquierdo. Sea | la longitud del cable que va del
punto A al punto D, aplicamos el teorema de Pitagoras y obtenemos:

12 =15% + 382 =1669, de donde, | = 40.85 metros.

e. Deduce una “formula” para obtener el &rea de una regidn triangular en términos de: la amplitud del

angulo m£ A y los lados que lo forman.
i. El area de una regio6n triangular se calcula con

A = ;( base ) altura ).

ii. La altura del triangulo de la figura es el segmento
rectilineo que “baja” del vértice C alabase AB (de
longitud c).

iii. En la figura:

sen A=E, es decir, h=b-sen A
iv. Sustituimos h =b-sen A y la longitud de la base
en A = %( base ) altura )
y obtenemos:
A :;( ¢ X b-senA ):;bc-senA

C
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/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 2

1. La envergadura distancia entre los puntos extremos de las alas delanteras de un avién es 30
metros. Las alas delanteras de un avion forman angulos de 48° respecto a la linea de la
envergadura (linea media del fuselaje). Calcula la longitud maxima de cada ala.

2. Para medir la altura de la base de las nubes que cubren un aeropuerto, un trabajador dirige un
reflector hacia arriba a un angulo de 75° respecto a la horizontal. Un observador a 600 metros (del
trabajador) mide el angulo de elevacion hasta el punto de luz y observa que tiene amplitud de 45°.
Determina la altura de la base de las nubes.

3. Las diagonales de un paralelogramo miden 20 y 26 centimetros, y se cortan formando un
angulo de 50° . Determina el perimetro del paralelogramo.

4. Un automdvil se desplaza por una carretera (recta) en direccién “este” durante 1 hora, luego gira
140° y toma una carretera hacia el noreste por la que se desplaza durante 30 minutos. Si el
automdvil se desplaza a velocidad constante de 60 kilémetros por hora, ¢qué tan lejos esta de su
posicion de partida al terminar el recorrido?

5. Un helicdptero es visto simultdneamente por dos personas, una de ellas se encuentra en el Metro
Chabacano y lo observa a un angulo de 80°, la otra en el Metro Villa de Cortés y lo observa a un
angulo de 48°, si la distancia entre ambas estaciones del metro es de 2.9 kildbmetros, sa qué
distancia se encuentra el helicptero de ambas estaciones del Metro?

6. Un jardinero planea construir una cerca triangular, si dos de los lados deben medir 32 y 35
metros, también, deben formar un angulo de medida 68°. Calcula la longitud de la cerca.

7. Desde un punto una persona observa la parte mas alta de un ahuehuete con un angulo de 36°, si
avanza en linea recta hacia el ahuehuete y vuelve a observar el punto mas alto del ahuehuete el
angulo tiene amplitud de 50°. ; Qué altura tiene el ahuehuete?

8. Dos policias p, y p, se encuentran a una distancia de 150 metros (en linea recta). El policia

p, observa un asalto en el punto ¢ con direccion de 15° respecto a la linea que lo une con el
policia p,. El policia p, lo observa a un dngulo de 25° respecto a la linea antes sefialada. ;A qué

distancia se encuentra cada policia del asalto?

9. Tres depésitos A, B y C estan unidos por carreteras rectas y planas. La distancia entre los
sitos A 'y B es 6 kilometros, la distancia entre B y C es 9 kildmetros y la amplitud del angulo
que forman los segmentos rectilineos AB y BC es 120°. ;Cuél es la distancia entre los sitios A
yC?

10. Un carpintero debe construir una mesa triangular de forma que un lado mida 2 metros, otro de
ellos 1.5 metros y el angulo opuesto al primer lado debe tener amplitud de 40°. ;Lo conseguira?
Explica tu respuesta.

11. Deduce una “férmula” para obtener el area de una regioén triangular en términos de: la amplitud
del angulo m£ B vy los lados que lo forman.
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/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

1. a. senA=§, cosA:ﬂ, tgA:§, ctgA:i secA:§, cscA:§
5 5 4 3 4 3

2. m/A=°m/B=90°ms/C=°a=b=18 c=12.

3. mLA=46° ms/B =90°mLC =44° a=15533b=21.593

4. m/A=90° ms/B =35.69°m/C =5431° a=12b=7 ¢=9.75

/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES

unidades.

" sen50°

unidades.

2. a. 32tg30° unidades cuadradas. b. p=
cos30°

3. a. D=12sen40° unidades. b. d =-/208 unidades.
4, 17.321 metros. 5. 8.9464 metros. 6. 28.705 metros. 7. 58.572° y 31.428°

SECCION 1.1
EJERCICIOS 3 SOLUCIONES

/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES
C

35,788.98°\ 20
a9 610\

40

50° 50°
19.28




O ~NOO GO OWN-

65.27

/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES

. 22.417 metros.

. 473.205 metros.

. 61.954 centimetros.

. 85.192 kildmetros.

. 3.624 y 2.735 kilometros
. 104.548 metros.

. 3.156 metros.

. 60.397 y 98.622 metros.
9.

13.076 kilometros.

10. Si, el lado restante debe medir 2.901 metros.
1. A =%ac-senB

UNIDAD 1.3 Soluciones y evaluacién

29
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¥ UNIDAD 1 EXAMEN

CONCEPTOS

1. ¢ Qué es una razén?

2. ; Cémo se denominan los lados de un triangulo rectangulo?

3. En un tridangulo rectangulo, ;,como se identifica el cateto opuesto?

4. En un triangulo rectangulo, ;qué nombre recibe la razén hipotenusa a cateto adyacente?
5. ¢ Qué significa resolver un triangulo?

6. ; Cudl es el significado de la razén inversa del seno?

7. ¢ Qué es un angulo de elevacion?

8. ; Qué es una identidad trigonométrica?

9. s Para qué amplitud de angulo coinciden las razones seno y coseno ?

10. ;Qué condicion debe cumplirse para que la ley de los cosenos coincida con el teorema de
Pitagoras?

DESARROLLOS OPERATIVOS
11. Resuelve.
11. Resuelve. 12. Resuelve. 13. Resuelve.
c c c
25 10 8 20/ 70° 25
A 16 B 1A B A B

12

14. Verifica la identidad

~1=tg?A
cos? A
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PARA PENSAR

15. Dos personas A y B observan la parte mas alta de una antena con angulos de elevacion de
60° y 50° respectivamente. La longitud de la visual de la persona A mide 12 metros. Si la altura
de los ojos de las personas es la misma, ¢a qué distancia se encuentran las personas?

16. Dos avenidas rectas se intersecan formando un angulo de amplitud 40°. Sobre la primera de las
avenidas se encuentra un edificio a 35 metros del punto de interseccion de las avenidas, en la otra
avenida esta una tienda a 42 metros del punto de cruce de las avenidas. Calcula la distancia entre
el edificio y la tienda.

17. Una antena esta situada en la parte superior de un edificio de altura 45 metros. Desde un punto
en el mismo plano horizontal de la base del edificio los angulos de elevacion a los extremos superior
e inferior de la antena son 65° y 48°. Calcula la longitud de la antena.

§&  Escan

Preguntas 1 a 10., un punto cada una.
Problemas 11. a 14. tres puntos cada uno.
Problemas 15. a 17. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se necesita un minimo de 23 puntos
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D/ UNIDAD 1 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. Cociente o comparacién por cociente de dos cantidades.

2. Hipotenusa y catetos.

3. Es el lado del triangulo que no forma parte del angulo al que es opuesto.

4. secante.

5. Conocer o determinar: las amplitudes de sus tres angulos interiores y las longitudes de sus tres
lados.

6. Es la amplitud del angulo al cual corresponde una razén especifica.

7. Aquel que tiene como lado inicial la horizontal y se abre en forma positiva (hacia arriba).
8. Una ecuacion que incluye razones trigonométricas y que es valida para cualquier angulo.
9. 45°

10. El &ngulo que incluye debe medir 90°

DESARROLLOS OPERATIVOS
11. 13.

c c

39.79°N\_25

19.21

A 50.21° p L5402 4598\

16 12 26.13
_ anc? 2
14. Una forma es 12 q-t Co; A:senzAztng
COS“A COS“A COS“A

PARA PENSAR

15. 13.021 metros. 16. 27.14 metros. 17. 10.778 metros.
[



PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el
alumno:

Sera capaz de manejar
algebraicamente algu-
nos conceptos basicos
de la geometria euclidi-
anay algunos lugares
geométricos con la fi-

ELEMENTOS BASlCOS nalidad de introducir el

DE método analitico.

GEOMETRIA ANALITICA

SECCION 2.1 El punto y el segmento de recta
en el plano cartesiano.

SECCION 2.2 Lugares geométricos en el
plano cartesiano.

SECCION 2.3 Soluciones y evaluacion.
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CONCEPTOS

CLAVE

Geometria analitica.

Estudia las relaciones entre pares de nimeros y puntos.

Plano cartesiano. Se construye intersecando dos lineas rectas numéricas perpendiculares en el
punto que corresponde al cero (el punto de interseccién es llamado origen y corresponde al numero
0 de cada linea recta).

Ejes coordenados. Cada una de las lineas rectas que generan el plano cartesiano.

Cuadrante. Cada una de las partes en que los ejes coordenados separan al plano cartesiano.

Punto. Se interpreta como un par ordenado ( X,y ) en el que los numeros X e y se denominan

coordenadas, abscisa y ordenada respectivamente.

Segmento rectilineo. La seccion de una linea limitada por dos de sus puntos.

Segmento rectilineo dirigido. Segmento rectilineo en el que se distingue el punto inicial del punto
final.

Pendiente de un segmento rectilineo. Razén constituida por la diferencia de ordenadas y la
diferencia de abscisas de los puntos que constituyen a un segmento rectilineo.

Angulo de inclinacion. El angulo con lado inicial en el eje de las abscisas y lado final en el
segmento rectilineo (pude ser la prolongacion del segmento rectilineo.

Razén. Comparacion de las longitudes de dos segmentos rectilineos utilizando una division.

Punto p, (X, , y, )de division de un segmento rectilineo dirigido en una razén r . Divide a un

segmento rectilineo en a+b partes, a partes desde su inicio a él, y b partes desde el al punto
final des segmento rectilineo.
Lugar geométrico. Conjunto de puntos del plano cartesiano tal que las coordenadas satisfacen una

condicién especifica.
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2.1 ELPUNTO Y EL SEGMENTO DE RECTA EN

EL PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

1. Representa la ubicacion de un punto en el plano utilizando un sis-
tema de referencia cartesiano y viceversa.

2. Localiza un segmento rectilineo en el plano cartesiano y propor-
ciona la informacion suficiente para que otro alumno lo pueda hacer.
3. Deduce la formula para determinar la longitud de un segmento
rectilineo, dados sus puntos extremos y la aplica en diferentes si-
tuaciones.

4. Comprende el concepto de angulo de inclinacion de un segmento
rectilineo.

5. Calcula el angulo de inclinacion a partir de las coordenadas de los
extremos de un segmento rectilineo.

6. Localiza un segmento rectilineo dadas condiciones necesarias y
suficientes distintas a su determinacion por sus puntos extremos.

7. Localiza los puntos de division de un segmento rectilineo.
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El plano cartesiano se utiliza como para referir la posicion de objetos geométricos constituidos
por puntos; se compone de dos lineas rectas perpendiculares llamadas ejes cartesianos, su punto
de interseccion se llama origen y se representa por O ( 0,0 ) . En el plano cartesiano:

i. La linea recta vertical se llama “eje de las ordenadas” y
suele representarse por la letra “Y ”.

ii. La linea recta horizontal es el eje “X ” 0 “eje de las
abscisas”.

iii. El eje de las ordenadas y el eje de las abscisas
generan cuatro cuadrantes, que se enumeran en sentido
y se tal “levogiro” tal como lo muestra la figura 1.

iv. Cada uno de sus puntos tiene asociado un “par
ordenado de numeros” y se representa por p( x,y ), en

donde x eslaordenadae y la abscisa.

Y
A eje de las
ordenadas
cuadrante cuadrante
1] |
eje de las
1_ abscisas
0 > x
origen —#
cuadrante cuadrante
1 v
FIGURA 1.

Por otra parte, para representar el punto p, ( Xo s Yo ) en el plano cartesiano, se procede de

la siguiente forma:
i. Localizamos el nimero x, en el eje horizontal y el

Y

A
numero Y, en el eje vertical. 1
ii. Posteriormente  imaginamos  lineas  rectas DI I Y SV g
perpendiculares a los ejes coordenados que contengan a : 070
los numeros antes sefialados, entonces, el punto | >
Po (X, , Yo ) se localiza en la interseccion de las lineas 0 XOI X
rectas antes imaginadas, observa la figura 2. |
FIGURA 2.
ﬁ EJEMPLO 1. LOCALIZACION DE PUNTOS EN ELE PLANO CARTESIANO
1. Si:
i. p, (4,2 ):abscisa x, =4, Ly
A

ordenada y, =2, se encuentra 4 T
en el cuadrante | . p(-3.5) I 4
ii. p, (—3,5): abscisa x, =—3, I 1p,(4.2)
ordenada y, =5, se ubica en el : 22 'r—’
cuadrante 1l . ' A >
iii. p;(—4,-3):abscisa x; =—4, 2o 2] 7 X
ordenada y,; =—3, se localiza en | -2 I

-—— b = |
el cuadrante IlI . D(-4,-3) I
i . abscisa X, = 3 “ Ip,(3,-5)
iv. p, (3,-5): abscisa x, =3, d___1nG
ordenada y, =-5, se encuentra 6 |

en el cuadrante IV .
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SEGMENTO RECTILINEO EN EL PLANO CARTESIANO

En geometria analitica se interpreta a un “segmento rectilineo” como la parte de la linea recta
limitada por dos de sus puntos, a cada segmento de recta se le asocia como longitud (medida) la
distancia entre los dos puntos que lo definen.

~ 6 segmento

Pw_ de recta
1
0 '}\ > X

P, N

\Jinea recta

FIGURA 3.
Una aplicacion directa del teorema de Pitagoras justifica la propiedad 1.

PROPIEDAD 1. LONGITUD (MEDIDA) DE UN SEGMENTO RECTILINEO O DISTANCIA ENTRE
DOS PUNTOS

Sean

P(X . Y)Y Pa( %, y,)
dos puntos en el plano cartesiano, entonces:

a. Su distancia es el numero real no negativo d ( p,, p, )=-/(% =%, ¥ +(yi -y )’

b. La longitud del segmento rectilineo que definenes d ( p, , p, )= J( X —X L +(yi—Y, J

La expresion (formula) d ( py, p, )=+/(x, =%, P +(yi—y, J° esequivalente a:

d(py Py )= /(% =% P +(y,—yy F . obien d (. py )=+/(vo -y Pt(x—x f

W]  EJEMPLO2. LONGITUDES DE SEGMENTOS RECTILINEOS

a. Trazar el segmento rectilineo y calcula su longitud o medida.
i. La distancia entre los puntos

pl(_3’2)y p2(4,5) ‘A
d(py,p,)=:/(-3-4)+(2-57 ) P,
:\/(—7)2+(—3)2 /

unidades.

es.
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ii. EI segmento de recta con extremosen B, (2,3)y P, (-3,-3),
tiene longitud YA
d(pr,pr)=/(2-(-3)F +(3-(-3) z/pl
= /(57 +(6)
(5 +(6) -
=./61 2 /o 2 X
unidades.
-2
p2

b. la longitud del segmento de recta AB es 4 unidades, sus extremos son los puntos A( -2, 3)
y P, (3, ), entonces, una forma de calcular la coordenada desconocida y es:

d(A.B)=a=(-2-(-3)F +(3-y f
= (1) +(3-y )

= [1+(3-y )

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién anterior obtenemos
16=1+(3-y ¥ < (y—3) =15, entonces, y-3=-/15 0 y-3=—/15
Por tanto,

y =3+-/15, 0 bien, y=3—--/15
c. El triangulo ABC tiene vérticesen A(-2,1), B(3,4 )y C(5,-1), calcula su perimetro.
Su perimetro tiene longitud

p=d(A,B)+d(A,C)+d(B,C) unidades. ‘A
Donde: 4 B
d(A,B)=1/(-2-3P+(1-4) =34
unidades, 2

d(A,C)=/(-2-5)+(1-(-1))" =-53 ; :
unidades, - = - 5$x
d(B,C)=/(3-5F +(4-(-1)F = /2 N A

unidades, por tanto, -2

p=-/34+/53+-/29 unidades.

d. Las proyecciones perpendiculares del punto p ( -2, 6) sobre los ejes coordenados son los
puntos:
Eneleje y p, (0,6)yeneleje x p,(-2,0)
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/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1

1. Traza el segmento rectilineo (o la figura) en el plano cartesiano y calcula su longitud (y/o
perimetro).
a. La distancia entre los puntos A(-1,2)y B(2,4 ) es:

b. El segmento de recta con extremos en los puntos R (~4,1)y S ( 2, 2 )tiene longitud:

c. Un triangulo tiene vértices en los puntos A(—1,1), B(3,2)y C(4,-1), trazalo y calcula

su perimetro.

d. Los vértices de un cuadrilatero son los puntos
A(-2,-1),B(1,-2),C(4,0)yD(1,1),

calcula la longitud de sus dos diagonales y su perimetro.

e. Un segmento de recta mide 8 unidades, sus extremos son los puntos P (~4,0 )y Q( x,1),

calcula la coordenada desconocida.

f. Un segmento de recta tiene longitud de 3 unidades, sus extremos son los puntos A(1,y )y

B(-2,-3), calcula la coordenada desconocida.

g. Obtén los puntos de proyeccion sobre los ejes coordenados.

i. p(4,2)

ii. r(-3,-5)

' ____________________________________|

Un angulo:
i. Esta formado por dos segmentos de recta (lados) con un punto comdn llamado vértice.
ii. Para representarlo utilizaremos el simbolo 2, por ejemplo, representaremos al angulo con vértice
en el punto A simbélicamente por ZA.
ii. Tiene asociada una medida (o0 amplitud) y nos referiremos a ella utilizando el simbolo m£A.

En la figura 3., el segmento rectilineo p,p, tiene asociado un angulo de inclinacion, mismo

que hemos representado por la letra mayuscula A ); su amplitud se mide respecto al eje horizontal e
de las abscisas y puede calcularse utilizando las coordenadas de los puntos extremos de p,p, (0

cualquier otro par de sus puntos).

Y Y
A p2 A p2
| PR 7 PP
-
//'\
> /// A >
0 X 0 X

FIGURA 3.
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DEFINICION 1. PENDIENTE Y ANGULO DE INCLINACION DE UN SEGMENTO DE RECTA

Sea el segmento de recta p, p, con extremos en los puntos p; (X, , Y, )Y Py (X5, ¥y ):
Yo — Y1
X2 =%
b. Si x, =X, la pendiente del segmento de recta no esta definida (suele decirse que es infinita).

a. Su pendiente es la razén: m = , siempre que X, # X,

c. Si ZA representa su angulo de inclinacién, entonces, mZA = tg‘l( Y2= N1 J grados.
27X

La figura 4. muestra el significado de la pendiente de un segmento de recta.
Y A P, R Y A Y A Ya
.\ pendiente 1 P, pendiente
; negativa ® 0 indefinida
i pendiente pendiente
positiva P, cero

e

0 >)( 0 >X 0 »X p2 l 0 »X
FIGURA 4.

(?J EJEMPLO 3. LOCALIZACION DE PUNTOS EN ELE PLANO CARTESIANO

a. Obtén la pendiente y el angulo de inclinacion.
i. Del segmento de recta p,p, sonlospuntos p, (-7,3)y p,(4,5).

Yo=Y _ 5-3 2

X =(-7), y,=3, x2=4yy2=5,portanto,m:XZ_X1 4—(=7) "1

su angulo de inclinacion mide mAA:tg‘l( 121 ] =10.305°
ii. De p,p, con extremos pl(—4,5)y P, (7,—8)-3961” X1=(—4)=
y,=5, X, =7y y, =(—8), entonces,
m:(_s)_5=J3ymzA:m1(13Jz4aﬂM°
-(-4) 11 11

iii. De RS con extremos en los puntos R( 3,6 )y S( 0,6 ).
Xl:(_3)’ y; =6, %,=0yy, =6,

=6 _j y ms/A=tg™(0)=0. RS es paralelo al eje de las abscisas.

0-(-3)

b. El segmento de recta BC forma un angulo de amplitud m.ZA = 45° respecto al eje de las
abscisas, por tanto, su pendiente es m=tg ( 45° )=1

por tanto,m =
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c. Sea DE el segmento de recta DE con extremos en D (-2, 4 ), E( x,8) con angulo de
inclinacion con mZA =45°. Si m£A=45°, entonces,

m=tg ( 45° )=1, por tanto, 1=8(_42) < X+2=4,0bien, x=2
X_ —_
d. Calculemos las pendientes de los lados del YA
triangulo con vertices en los puntos: 6 S
R(1,0),S(3,6)yT(8,2).
Sean: mgg, Mo Y Mgy las pendientes de los lados 4
RS, RT y ST, respectivamente, entonces:
En mgs: x; =1, y; =0, X, =3y Yy, =6, luego 2 T
6-0
RS 3-1 0 2 4 6 8 >
2-0 2
En mgr: X =1, v, =0, X, =8y y, =2, por tanto, mg =81 7
2-6 4
En mgr: %X =3, y,=6, X, =8y Yy, =2, entonces, mg; 8.3 %

/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 2

1.

a. Calcula: la pendiente y el angulo de inclinacidn, de los segmentos rectilineos.

i. Extremos en los puntos A(0,2)y B(2,4)

ii. Extremos en los puntos P (0,-1)y Q(5,2)

iii. Extremos en los puntos Q (4,0 )y T(0,4)

b. Calcula la coordenada desconocida.

i. Extremos en los puntos A( x,2 ), B(2,4 )y msA=45°.

ii. Extremos en los puntos M (-2,2), N (x,-3)y msA=60°

iii. Extremos en los puntos U ( —4,y ),V (-2,6 ) y mzA=30°

.

i. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A( x,0), B(6,3). ;Qué valor debe
tomar la coordenada x para que sea vertical?

ii. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A(—2,2), B( 4,y ). ;Cuél debe ser
la coordenada y para que sea horizontal?

iii. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A (3,0 ), B( x, —3 ). ;Cuél debe ser Ia
coordenada X para que sea vertical?
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d. Un triangulo tiene vértices en los puntos A(1,-1), B(—3,3)y C( 4, 4 ), trazalo, calcula:
la pendiente de cada lado y las amplitudes de los angulos que forma cada lado respecto al eje de las
abscisas.

Asignar una direccion a un segmento rectilineo implica establecer el punto de inicio y el punto

N
final, por tanto, representaremos con AB al un segmento rectilineo dirigido con punto inicial A y
punto terminal B, figura 4.

e

AB

FIGURA 4.

- -
Si P, es un punto de AB, entonces AB este queda dividido en los segmentos rectilineos:

- -
AP, con longitud a y P,B con longitud b, por tanto, r = E, observa la figura 5.

—

AB

A P, B

1 2 2

a partes b partes

El ejemplo 4. aclara este concepto.

(?J EJEMPLO 4. DIVISION DE UN SEGMENTO RECTILINEO DIRIGIDO EN LA RAZON r

IR
1. Si el segmento rectilineo AB con extremosen A(—2,2)y B( 6,0 ), es dividido en la razon
r=2= i entonces, el numero de partes (congruentes) es 2+1. La figura muestra el punto P,
(de division).

Y
A A
2
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5
2. Localicemos el punto P. que divide al segmento rectilineo RS, con extremos en R ( -2, 1) y
S ( 4,3 ) enlarazon r = 2 El nimero de partes congruentes es 2+3=5. La figura muestra el

punto P, (de division).

Y s Y s
3 3
Pr
R R
> >
2 o] 2 47 X 2 o] 2 47 X

5
3. El segmento rectilineo dirigido VW con extremosen V (3,2 ) yW (-4, -2 ), fue dividido en
larazéon r=1= 1 es decir, en 1+1= 2 partes congruentes. En este caso P, recibe el nombre de

punto medio.

4. El punto P, divide segmento rectilineo dirigido TS con extremos en S(5,0)y T(0,-4),

. 3 . . ,
enlarazon r = 1 es decir, en 4 cuatro partes congruentes, observa la siguiente figura.

YA
> >
0 2 4 X
P
)
-4
a
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, g
PROPIEDAD 2. COORDENADAS DEL PUNTO p, DE DIVISION DE P,P, EN LARAZON r

=
Sea P,P, conextremosen p, (X, y; )y P, (X, ,Y, ), entonces:

N
a. Las coordenadas del punto p, (xr Yy )que divide a P,P, enlarazon r son:

w =t _Yithy,
r— r—
1+r 1+r
b. Las coordenadas del punto medio py ( Xy , Yy ) SO0 Xy = - ;XZ .= ylzyz

Los siguientes ejemplos muestran el uso de la propiedad 2.

] EJEMPLO5. PUNTO DE DIVISION DE UN SEGMENTO RECTILINEO DIRIGIDO

N
i. El punto P. divide a AB ,con extremos en A(—2,-2)y B(4,2),enlarazon r =1.Traza:
el segmento rectilineo AB, obtén las coordenadas de P, .

\Z(A Sean x, =-2, X, =4, y,=-2, Y, =2
B sustituimos en:

X, + IX +r
S = i+ . obtenemos,
1+r

r

~ > 1+r

S A o -2+1(4) _, —2+1(2)
g T R A P R
+1
-2

1
entonces, P, (1,0)

ii. El punto P, divide a CD, con extremosen C(—2,4 )y D(5,0),enlarazon r =;. Traza:

N
CD Yy obtén las coordenadas de P, .
Sean x, =-2, x, =5, y; =4, y, =0,

L . X, + IX y, +1y Ya
sustituimos en: x, = 1 "2 =2t 72
T T c\
obtenemos, \
1 1 .
—-2+-(5) 1 4+=(0) 8 2|
r 1 3 " 1 3’
1+= 1+
2 2
2 0 2 4 X
IuegoP( gj ?
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5
iii. Se triseca (se divide en tres partes congruentes) RS (R ( 4,5 ) y S ( -2,1 )). Calculemos

los puntos de triseccion.
Sean P y Q los puntos de triseccion. En ambos Y

casos X =4, X, =-2, ¥; =5, y, =1. A/R
En Plarazénes r = ; por tanto,

4+ ;( -2) 5+ ;
szizzeyr: =—, S
1 1 3 >
1+ 1+ -2 0 2 47 X
2 2
luego, P (2 : 1 j
3
En Q, r =2, entonces, X, =w:0 ey, :5+2(1)=z,obien, Q 0,z
1+2 1+2 3 3
N
iv. P,P, tiene: un extremo en P, (—4, 4 )y punto medio en P,, (2,2 ) calcula las coordenadas
del punto extremo desconocido. Puesto que X, =—4, X, =2y X, = X+ % , entonces,
2= =475 o bien, 4=—4+x,,portanto, X, =8.
Similarmente, y; =4, ¥y, =2Y Y, = yl;)’z entonces, 2 = — Yo , 0 bien,
4=4+y,,portanto, y, =0
-
El otro extremo del segmento rectilineo PP, es p, (8,0)

SECCION 2.1

EJERCICIOS 3

1.
a.Sik(53)yP (-2 Calcula las coordenadas de P.( x, ,y, ), si divide al segmento

_)
rectilineo PP, enlarazon r =

8).
3
4
b.Si A(-6,2)yB(2,-2), determina P.( %, ,y, ), si divide al segmento rectilineo AB en

, 1
larazon r==
3
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c. El segmento rectilineo dirigido AB tiene por extremos: A(6,-3)y B(1,6), si r=4,
determina P.( X, , Y, )

5
d. Grafica y calcula las coordenadas que dividen al segmento rectilineo PQ (extremos en
P(-3,2)y Q(1,6)), en cuatro partes iguales.

%
e. Calcula los puntos que trisecan al segmento rectilineo AB con extremos en A( -1, —3) y
B(5,6)

N
f. El trayecto entre los puntos A(2,5)y B(8,—1) es el segmento rectilineo AB, si el punto
P.(x. .Yy, ) seencuentraa un tercio del trayecto, ;cudles son sus coordenadas?

9.Si A(-1,1)y B(6,15), sen qué razon divide el punto P. (2,7 ) a AB?

h.Si A(-3,-2),B(6,1)yP(3,0)calcular en AB.
I



2.2 LUGARES GEOMETRICOS

EL PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

8. Obtiene la expresion algebraica y la grafica de un lugar
geomeétrico.
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El propdsitos basico de la geometria analitica consiste en el estudio de la relacion entre:
una ecuacion algebraica y un conjunto de puntos en el plano cartesiano, es decir:
i. Asociar a una figura en el plano cartesiano una “ecuacion” con las variables x e y .

ii. Auna “ecuacion” en las variables x e y identificar la figura que le corresponde.

DEFINICION 1. (LUGAR GEOMETRICO)

Un “lugar geométrico” es el conjunto de todos los puntos en el plano cartesiano que cumplen una
condicién (generalmente dada por una ecuacion) especifica.

Con los simbolos

LG:{(x,y)eIRZ\ p(x,y):O}

escribiremos formalmente un lugar geométrico del plano cartesiano; interpretaremos:
“El conjunto de los puntos en el plano cartesiano que satisfacen la condicion p ( X, Y )= 0’

0 bien,

“El conjunto de los puntos en el plano cartesiano, tales que, satisfacen la condicion

3]

p(x,y)=0"

EJEMPLO 1. IDENTIFICACION DE LUGARES GEOMETRICOS

1. Analiza la curva en el plano cartesiano y obtén una relacion (viable) entre las variables x e y .

a. Considera la figura:
Y

————— p(x,y)

p(x,y)

\\

>

Los puntos p( x,y ) pertenecen al primer cuadrante del

plano cartesiano y se encuentran a la misma distancia de
ambos ejes coordenados, por tanto, x=y , con X, y
positivas, o bien,
X—y=0
El lugar geométrico puede escribirse en la forma:
LG:?(x,y)ele | x—y=0con X, y positivas}

Los puntos p( X,y ) se encuentran a tres unidades, del
punto O( 0,0 ), por tanto,

4(p.0)=/(x-0F +(y-0F =2,

o bien,
(x=0 ) +(y-0 ) =22, dedonde, x* +y? -9=0.
Por tanto,

LG={(x,y)elR? | ¥ +y?-4=0 |




c. Sea la figura:
A

Lol SR §)

d. Sea la figura:

‘A

d (x.y)

0 F(4,0) >><

El punto F (4,0 ) es fijo, en el eje
Y , los puntos son de la forma
L(0,y),elpunto

p(x,y)
se desplaza de manera que siempre
se encuentra a la misma distancia de

L(0.y)yF(4,0)
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En los puntos p(x,y ) de la curva, la ordenada y se
mantiene constante con valor
y=3,
mientras que la coordenada x es variable, por tanto,
LGz{ (x,y)elR?*| y-3=0 }

|
Para obtener la ecuacién (condicion) que describe el

punto p( x,y ) notemos:
i. Su distancia al eje Y , es
d(L,P)=x

ii. Su distancia al punto F es:

d(P,F)=1/(x=4)+y?,
0 bien,

d(P,F)=x*-8x+16+y”
iii. De la condicion d (P, L )=d (P, F)

obtenemos x =/ (x—4 )’ +y?,

0 bien,
x% =x? —8x+16+ y?
y? —8x+16=0
Luego LGz{(x, y )e IR? ‘ y? —8x+16=0 }

|
e. Sea y—2x =0 la condicién que cumplen los puntos
de un lugar geométrico en el plano cartesiano. YA
Su expresion es:
LG={(x,y)eIR? | y-2x=0 | 2| Ay
Puesto que
y—2x=0 >
es equivalente a y = 2x, entonces, la variable x es 0 1 2 X
‘la mitad” de la variable y , equivalentemente, “la
ordenada y es el doble de la abscisa x”.
I

f. Traza y escribe formalmente el lugar geométrico de los puntos p( x,y ) tales que: p(x,y)
se desplaza de manera que la pendiente que forma con el punto fijo g ( 2,1) se mantiene

constante y esta tiene valor m=2
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2A ii. Puesto que m = Y2= W1 , entonces,
/ X2 =%
1
q y-1
2= , X=2)=y-1,
Tol /2 37X X—2 ( )
-1 es decir,
» p 2Xx—4=y-1,0bien, y—2x+3=0
iii. Su expresion es:
A LG=1{(x,y)eIR? | y-2x+3=0 |
|
g. Determina la expresion formal para el lugar geométrico de los puntos p( X y) tales que:
p(x,y ) seencuentra ala misma distancia (equidista) de los puntos A(-2,0), B(0,2).

i. Sea el punto p( X,Y ) el que genera el lugar geométrico, a condicion ind|ca

d(P,A)=d(P,B),obien, ./ (x+2 P +(y-0) =/ (x-0 P +(y-2)
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, ( x+2 ¥ +y* =x*+(y—2 ),

por tanto, x* +4x+4+y? =x*+y? —4y+4,dedonde x+y =0
ii. La expresion es: LG={(X,y)eIR2 L y=—x }

/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1

1. Traza y escribe formalmente el lugar geométrico de los puntos p ( X,y ) en el plano cartesiano:
a. p(x,y ) se desplaza de manera que la pendiente que determina con el punto fijo B (—2,3))
se mantiene constante con valor m=1

b. p(x,y ) que equidistan del punto fijo C (0,1 ) en 1 unidad.

c. p(x,y ) se encuentran a la misma distancia de los extremos del segmento rectilineo definido
por los puntos A(-3,0)y B(0,3).

d p ( X,y ) se encuentran en los cuadrantes Il y IV, y equidista de los ejes cartesianos.

e. p(x,y )tales que, la ordenada es variable y la abscisa tiene valor —2..

f. La ordenada es un tercio de la abscisa.
g. Ladistancia A( 0,0 ) es el doble que su distanciaa B (1,0 )

h. Equidista de los puntos p; (1,2 ) vy p,(2,—1), extremos del segmento de recta p, p,

i. La primera coordenada es 2 unidades mayor que la segunda.
j- Tales que: la suma de los cuadrados de sus coordenadas es 6 .

k. Define un segmento rectilineo con pendiente m = 2 conelpunto py(1,2)



2.3 SOLUCIONES Y EVALUACION

E4

/ SOLUCION A EJERCICIOS

PROPUESTOS

j EXAMEN DE LA UNIDAD

/ SOLUCIONES DEL EXAMEN
DE LA UNIDAD 2
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/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

a. /13 b. /37
YA Y
4 A
8 S
AA R
|
4 2 0 2 X
1
>
-1 0 1 2 X
c. p=-/17++10+-/10+-/29 d. dyc =6.08, dgp =3y
t ; p— 10 +-/13+-10+ 13
2 Y
A

A

<

e. X=—4+/7, también x=—-4—./7
f.y=-3.

g.
i.Eneleje y p, (0,2 )yeneleje x p,(4,0)

ii. Eneleje y r, (0,-5)yeneleje x r, (-3,0)
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SECCION 2.1

EJERCICIOS 2 SOLUCIONES
a: 5 1
iPm=1 d. myg =-1, mAczgymBC:?
im=> ML, =135°, ML, =53.036°
o MLy =8.213°
liim=-1
b. YA c
i x=—2— f /
2-/3 /
. y=6- 4

3 / .

C. 0 X
i. Xx=-6 A
ii.y=2
iii. x=3

SECCION 2.1
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES
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SECCION 2.2

EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

1,
a LG={(x,y)elR?| x-y+5=0} d LG={(x,y)elR?| x+y=0 |
Y

4 A
Ly
4
2
0
6/ 4 2 0 >
b. 2
LG:{(x,y)Ele‘ X2+y2—2y:0} e. LG={(X,y)eIR | x+2=0}
YA A
1
' 3 10 >
-1
>
-1 0 1 X d 2
_ 2 _ _
6 L6={(x,y)eR? | x=0] tLG={(xy)eR® | x-3y=0]
YA A
\ 1/
>
5 2 5| 1 2 3 x

9. LG:{(x,y)elRZ\ 3x? +3y? +2x-1=0 |
hLG={(x,y)elR? | x-3y=0 |

. LG:{(x,y)eIRZ\ x—y—2:0}
LG={(x,y)elR?| x2+y?~6=0 |

k LG={(x,y)elR? | 3x-2y+1=0 |
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L./ UNIDAD 2 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS
1. $ Como se interpreta un punto en el plano cartesiano?

2. ; Codmo se define el angulo de inclinacién de un segmento rectilineo?

3. ; Cémo se interpreta la pendiente de un segmento rectilineo?

4. ; Qué valor tiene la pendiente de un segmento rectilineo vertical?

5. ¢ Qué valor tiene la pendiente de un punto?

6. ¢ Si un segmento rectilineo dirigido se divide en tres partes congruentes, entonces, la razén
puede tomar los valores?

7. ¢ Siun segmento rectilineo dirigido se divide dos partes congruentes, entonces, el punto de
division se conoce como?

8. ; Codmo se define formalmente un lugar geométrico del plano cartesiano?

DESARROLLOS OPERATIVOS
9. Calcula la longitud del perimetro del triangulo con vértices en A(-2,0), B(1,4),

C(3,6)
10. Sea el triangulo con vértices en los puntos A(-2,0), B(1,4), C(1,6 ). Calcula las

pendientes y los puntos medios de los lados
11. Traza y escribe formalmente el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la condicién:
Elpunto A(4,—-1)esfijoyelpunto P( x,y ) se desplaza de manera que todos los segmentos

rectilineos que definen tienen pendiente m = ;

PARA PENSAR
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12. El perimetro de un cuadrado es 4-/8 unidades, si sus diagonales se encuentran sobre los ejes
coordenados, ¢ cuales son sus veértices?

13. Determina la condicion que satisface el lugar geométrico del plano tal que: el desplazamiento del
punto p ( x,y ) forma segmentos rectilineos de pendiente m con el punto p, (X, , y; ).

& Escan

Preguntas 1 a 8., un punto cada una.
Problemas 9. a 11. tres puntos cada uno.
Problemas 12. a 13. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 15 puntos

L./ UNIDAD 2 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. Un par ordenado (de numeros reales).

2. Angulo con lado inicial el eje de las abscisas, lado final: segmento rectilineo y vértice el punto
donde se interseca el eje de las abscisas y el segmento rectilineo (o su prolongacién).

3. Se relaciona con el angulo de inclinacién del segmento rectilineo y proporciona una idea sobre su

inclinacion.
4. Esta indefinida (o es infinita).

5. Esté indefinida. 1. LG:{(X, y)elR? | x_3y_7:O}
6Ly v

271 ,
7. Punto medio.
8. LG:{(x,y)eIRz\p(x,y)zo} 4 Oﬁx
DESARROLLOS OPERATIVOS 4/4
9. d =5+-/61+-/8 unidades.

4 - PARA PENSAR
10. m g =3 Mac =2y mg indefinida. 43 (_2 0),(2,0),(0,-2) y(0,2)

13. mx—y—-mx; +y; =0

N

PMAB(— ,2), PMgc (1,5)y



PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el
alumno:
Sera capaz de obtener
la ecuacion cartesiana
de la linea recta, dados
diversos elementos de-
finitorios. Resolvera
problemas geométricos
LA LINEA RECTA en diversos contextos,
Y SU a fin de que se avance
en la comprension del

ECUACION CARTESIANA método analitico.

SECCIQN 3.1 La linea recta en el plano cartesiano.

SECCION 3.2 La linea recta y aplicaciones de corte
euclidiano.

SECCION 3.3 Soluciones y evaluacién.
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CONCEPTOS

CLAVE

Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano que satisfacen cierta condicién.

Linea recta. Lugar geométrico generado por dos puntos, uno fijo y otro que desplaza de manera
que la pendiente que definen permanece constante.

Pendiente. Dados dos puntos, ranzén entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas.
Formas de una linea recta. Su representacion algebraica.

Angulo formado por dos lineas rectas. El angulo agudo que definen las dos lineas rectas.
Distancia entre una linea recta y un punto exterior. Longitud del segmento rectilineo

perpendicular a la linea recta, sus extremos: el punto exterior y un punto de la linea recta.
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3.1 LALINER RECTA EN EL PLANO

CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

1. Describe a la recta como un lugar geométrico, identificando los
elementos que la definen.

2. Entendera a la pendiente de una linea recta, como un invariante.
3. Obtiene la ecuacion de una linea recta, dadas dos condiciones.
4. Determina el angulo que se forma cuando dos lineas rectas se
cortan, en términos de sus pendientes.

5. Identifica y transita en las diferentes formas la ecuacion de la

linea recta (ordinaria o canonica, general y simétrica).

6. Determina cuando dos rectas son paralelas, perpendiculares o
ninguna de las dos, a partir de sus ecuaciones.

7. Dada la ecuacion de una recta el alumno es capaz de encontrar
las ecuaciones de rectas paralelas y/o perpendiculares a ella.

59



60 UNIDAD 3 LA LINEA RECTAY SU ECUACION CARTESIANA

En geometria analitica la linea recta se trata como un lugar geométrico, para definirla se
utilizan: un punto fijo, un punto que se desplaza y la pendiente que generan los puntos antes
sefialados

DEFINICION 1. (LINEA RECTA)

La linea recta es el lugar geométrico generado por un punto fijo y un punto que se desplaza, de
manera que la pendiente (de todos los segmentos de recta que generan) permanece constante.

Bajo las condiciones dadas en la definicion 1., con p, (X, ,Y, ) como punto fio,

p(x, y) como punto variable y m pendiente constante se obtienen las ecuaciones de la
propiedad 1.

PROPIEDAD 1. (ECUACIONES DE UNA LINEA RECTA)

ay-y,= m( X —Xg ) es la “ecuacion de la linea recta dado uno de sus puntos y su pendiente”.

b. y—-vy, = Yo~ )}(/0 ( x—x, ) es la “ecuacion de la linea recta dados dos de sus puntos’.

X1 = Xp

(?J EJEMPLO 1. CONDICIONES QUE DEFINEN A UNA LINEA RECTA

a. Sean los puntos:

Po(2,-1)y p(-1,5),
entonces,

Xo =2, Yo =—1, X, =—1, y; =5. Si sustituimos estos valoresen y -y, = Y1~ Yo (x=Xg )

1 0
obtenemos
+1= 5+12(x—2),obien, y+1=-2(x-2)
|
b. Si
1 3
Oli 712 ’
po[ 2))’ pl( 4 j
entonces,
B 1 3 _ R V1Yo
Xo=0, Yo=_, % =, Y, =2. Sisustituimos estos valores en y — y, = (x=% )
2 4 X; — X
obtenemos
L 2, 1
y-—=_2(x-0),esdeci,y— - =2x
2 3, 2
4
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c. La pendiente m = —2 y el punto p, ( 2,3 ) determinan la linea recta de ecuacion

2
_3-_%(x-2
y 5(X )

—
d. La pendiente m=—1yel punto p, (-4, 0 ) determinan la linea recta de ecuacion
y=—(x+4)
I
| | | |

Podemos rescribir las ecuaciones y—y,=m(X—%, ) ¥ Y-V, = Y17 Yo (y_x, )
17 0
(aplicando un proceso algebraico adecuado) en las formas que sefiala la propiedad 2, si éste es el

caso tienen un nombre especifico.

PROPIEDAD 2. (FORMAS DE UNA LINEA RECTA)

La ecuacién:
a. Si A y B no son cero simultaneamente, entonces, Ax+ By +C =0 es la “forma general de la

linea recta”.
b. y=mx+Db esla “forma pendiente ordenada al origen de la linea recta”.

c.Si a y b son distintos de cero, Xy ;’ =1 es la “forma simétrica de la linea recta”.

a

{?J EJEMPLO 2. TRANSITO ENTRE LAS FORMAS DE UNA LINEA RECTA

Obtengamos las formas de la linea recta solicitada.

a. Los puntos p, ( 0, ; J Y Py [ i 2 ] determinan la linea recta con ecuacion

= (x—O),obien,y—;=2x

i. Forma general:

- 1 o
Multiplicamos y—§= 2X por 2 y reacomodamos términos, obtenemos:

4x—-2y+1=0,con A=2,B=-1yC=-2
ii. Forma pendiente ordenada al origen.

Reacomodando y — ; = 2X, obtenemos la forma pendiente ordenada al origen:
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Y=2X+;,endonde, m=2yb:;

ili. Forma simétrica.

y—£:2x<:> 2x—y:—£,obien,—4x+2y:1,entonces, L+X:1,con
2 2 11
4 2
1 1
a=--yb==
4y 2

b. La pendiente m = 2 yelpunto p, (2,2 ) determinan la linea recta de ecuacion

y—2:§( x—2 ), por tanto:
i. Forma general.
Desarrollando y —2 = 2( X—2 ) < 3y—6=2x—4,portanto, 2x -3y +2 =0 con

A=2,B-3yC=2
ii. Forma pendiente ordenada al origen.

Con 2x—3y+2 =0 obtenemos: 3y =2x+ 2, 0 bien y:§x+§,luego

m= 2 yb= 19
5 5
iii. Forma simétrica:
2X—3y+2=0 < 2x—-3y =-2, dividimos cada término por — 2, obtenemos,

—x+2y:1 = X1+y:l,y a=—1yb:g

— g 3
3
c.Si 2x+3y—12 =0, entonces:
i. Para obtener la forma pendiente ordenada al origen despejamos y .
2X+3y-12=0<3y=-2x+12 < vy =—§x+4,
con: m:—g yb=4
3
ii. Forma simétrica.
Del 2x+3y—12 =0, obtenemos,
Ix43y=12 « X 12 X ¥V 4
12 12 12 6 4

4, Sea y=5x+2.
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i. Forma general:
y=5X+2 < 0=5x-y+2 < 5x-y+2=0
ii. Forma simétrica:

y=5x+2 < bx-y=-2 < —§X—L:i,obien, XY
2 -2 =2 22
5
—
Xy .
5.Si —+ - =1, entonces:
5 4
i. Forma general:
Multiplicamos los términos de la ecuacion por (5 ) 4 )= 20, obtenemos
4x+5y =20 < 2x+5y-20=0
ii. Forma pendiente ordenada al origen:
5erzl = X:—5+1 = y=—fx+4
5 4 4 5 5
—
| | | |

f SECCION 3.1
EJERCICIOS 1

1.
Obtén las tres formas las lineas rectas con las caracteristicas indicadas.
a.Los puntos p, (1,0 )y p,(-1,4)

b. Los puntos p, (-2,-2)y p,(4,5)

c. Los puntos p, (-3,-4)y p,(0,6)

d. La pendiente m=1yel punto p, (-2,1)
e. La pendiente m=—2 yelpunto p, (—4,-3)

f. La pendiente m = 411 yelpunto p, (0,4)

El trazo de una linea recta (en el plano cartesiano) se efectua con cualquiera de sus formas.
1. Forma general: Se seleccionan dos abscisas y se evaluan en la ecuacion, se forman dos puntos.
2. Forma pendiente ordenada al origen: Se utiliza una abscisa, se evalua en la ecuacién para
generar un punto, se utiliza la ordenada al origen y un punto.
3. Forma simétrica: Los divisores se localizan en los ejes coordenados y por los puntos que definen
se traza la linea recta.
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]  EJEMPLO3. TRAZO DE UNALINEA RECTA

a. Trazo de la linea recta utilizando su forma general.
3Xx—4y+4=0

i. Sea x =0, entonces, 3( 0 )-4y+4=0,
3(0)-4y+4=0 < -4y+4=0 & y=1
La linea recta contiene al punto A( 0,1)

ii. Sea y =0, entonces, 3x—4( 0 )+4=0,

es decir, 3x+4=0< x:—;1

La linea recta contiene al punto B ( —g , 0 J

b. Trazo de una linea recta utilizando su forma pendiente ordenada al origen.

2
=-—x-1
y 3

i. Contiene al punto
A(0,-1)
ii. Sea x =3, entonces,

y=—§(3}4<3y=—3

La linea recta contiene al punto
B(3,-3)

¢. Trazo de una linea recta utilizando su forma simétrica.

. X , ,
Si § + % =1, entonces, linea recta contiene a

3
los puntos
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SECCION 3.1

EJERCICIOS 2

1. Traza la linea recta.

a. x+2y+2=0 b'X2+Z:1 C.y=3x+2 d x+3y+2=0
2 X 'y X Yy
e.y=——x-1 f.2x-3y+4=0 Lo+ =1 h. —+-2 =1
Y=73 Y 9173 —2 4
3

Con el eje de las abscisas y una linea recta podemos construir un angulo en el plano
cartesiano, este angulo tiene lado inicial al eje de las abscisas y lado terminal a la linea recta.

DEFINICION 2. (ANGULO ASOCIADO A UNA LINEA RECTA)

El &ngulo asociado a una linea recta tiene:

Lado inicial, el eje de las abscisas.

Lado terminal, la linea recta.

Se mide en sentido levogiro (giro en sentido opuesto a las manecillas de un reloj) y es positivo.

YA YA
\ 0
AN Ao\
0 \ X /o X
FIGURA 1.

El dngulo asociado a una linea recta esta asociado con su pendiente m; puede justificarse: si
Z60 es fal angulo, entonces, su amplitud o medida (representado con ML@ ) es

M~£6 =tg~"( m ) grados. A una linea recta vertical se le asocia un angulo de 90° y a una linea
recta paralela al eje de las abscisas tiene un angulo de medida 0°.

PROPIEDAD 3. (MEDIDA DEL ANGULO ASOCIADO A UNA LINEA RECTA)

La linea recta con pendiente m tiene asociado un angulo de amplitud M£68 =tg ‘1( m ) grados.

En la expresion M@ =tg™*('m ), el término tg™( m ) se refiere a la funcion “tangente

inversa (también llamada angulo tangente o arco tangente) y su valor suele calcularse utilizando una
calculadora cientifica o alguna aplicacion que la incluya).




66  UNIDAD 3 LA LINEA RECTAY SU ECUACION CARTESIANA

(?J EJEMPLO 5. MEDIDA DEL ANGULO DE INCLINACION DE UNA LINEA RECTA
a.Si y=x+4,entonces, m=1y Mz =tg*(1)=45°

|
b.Si y=—x- 2 entonces, m=-1y Mz =tg™*(-1)=135°
—
. Xy 1 - a1
c.Si —+-° =1, entonces, m =~ (verificalo))y M£6 =tg™—| ~ |=63.435°
-2 4 2 2
—
d.Si 3x—-4y+4=0, entonces, m = j (verificalo)y M£ 6 = tg‘l( Z j: 36.869°
—
| | | |

Dos lineas rectas (no paralelas) generan pares de angulos opuestos por el vértice, si las rectas
no son perpendiculares, los dngulos agudos son congruentes, también lo son los angulos obtusos.
Llamaremos al angulo agudo “angulo entre las lineas rectas’, figura 2.

Y

s A
W

FIGURA 2.
Si dos lineas rectas
L, y L, forman angulos de medidas (amplitudes) m£6, y m£6,

con respecto al eje x de manera que
MZO, <m0,y MLO, —mLO, < g

el angulo generado por las dos rectas tiene medida: m£6 =m«£6, —m£6,

YA
L2\

FIGURA 3.
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Utilizando la identidad trigonométrica para la tangente de la diferencia de dos angulos,
obtenemos la proposicion 3.

PROPIEDAD 3. (MEDIDA DEL ANGULO FORMADO POR DOS LINEAS RECTAS)

Sean las lineas rectas L, y L, (no perpendiculares) con pendientes m, y m, respectivamente, y
Z 6 el angulo agudo que generan.

a.Si m, #m,, entonces, m£@=tg™| | 2 L1

b. Si m; =m,, entonces, m£6 =0°
c. Si m,-m, = —1, entonces, m£@ =90°

ﬁ EJEMPLO 5. MEDIDA DEL ANGULO FORMADO POR DOS LINEAS RECTAS

1. Las lineas rectas con ecuaciones: y:ix—4 y y:—gx—4 tienen pendientes m, :j y

m, = —2, respectivamente, por tanto, forman un angulo de amplitud:

e
IS

3 3 y=- -4 y= -
neos 1(+[23}j[(2]j s . /8'>
4 2

=tg™(18° )=86.62°

2. Las pendientes de las lineas rectas con ecuaciones y =2x+14y x—4y—4=0son 2y i

por tanto, la amplitud del angulo que definen es:
Y
A
E)
ms0=tg™ 4

1+( 2 )( 411) 4
-4
— 4
:tg_l[ 7j:49-4° ‘#/
6 -4
]

y=2x+14

X-4y-4=0
/
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/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 3

1.
a. Calcula la medida del &ngulo de inclinacion de la linea recta con ecuacion:

1

by=>"x+2

y 4
ii. 2x—y+1=0
i, XY =

1 3

iv. Contiene a los puntos A(3,0 )y B ( 0, g j
b. Calcula la medida del &ngulo que forman las lineas rectas con ecuaciones:
. Xx+y—-2=0y x-4y=0

. 3X Y
i, ——-°=1y2x-3y-3=0
42 y y
3 X 'y
fiil.h y=—x+3y —+=>-=1

Y 2 y4 2
iv. 2Xx+y—-2=0y y=-3x

Con la propiedad 3. es posible generar nuevas lineas rectas.

ﬁ EJEMPLO 6. LINEAS RECTAS PERPENDICULARES Y LINEAS RECTAS PARALELAS

1. Obtén la ecuacién: de la linea recta paralela y de la linea recta perpendicular que contiene al
punto indicado. Trazalas.

a. A la linea recta de ecuacion 2x—4y —1=0 y pasa por p, (-1, —1)

Y

La pendiente de 2x—4y—-1=0 es m:;, 5A
por tanto:
i. La linea recta paralela a ella tiene la misma 2x-4y-1=0
pendiente m :; ypasapor p, (-1, -1), b —; =—>y
luego
y+1:;(x+1),entonces, Xx—2y-1=0 \

-5

ii. La linea recta perpendicular a ella tiene pendiente m, =—2 y pasa por p, ( -1,-1 ) asi
y+1=-2( x+1),0bien, 2x+y+3=0
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b. A la linea recta de ecuacion ;+ g =1 y contiene al punto p, (—1,1).

Si X + y_ 1, entonces, m=—3, por tanto:

A
2" 6 °
i. La linea recta paralela tiene ecuacion
y—1=-3( x+1),0bien.y =-3x-2.
1

ii. Enlalinea recta perpendicular m, = 3 Py
y pasa por p, (-1, 1), suecuacion es \
1 , 1 4
—-1==(x+1),obien, y==x+—
y-1=2(x+1) Y= X+ .
—
] |

/ SECCION 3.1

EJERCICIOS 4
1. Obtén las ecuaciones (generales) de: la linea recta paralela y de la linea recta perpendicular que
contiene al punto indicado. Trazalas.

a. Ala linea recta con ecuacion )2(+ Z =1 y contiene al punto p, (0, —3).

b. A la linea recta con ecuacién 2x + 4y +1=0 y contiene al punto p, (3, -2 ).
c. Ala linea recta con ecuacion y = ix +2 y contiene al punto p, (3, —2).

INTERSECCION DE DOS LINEAS RECTAS

En un contexto algeébrico, las ecuaciones de un par de lineas rectas equivalen a un sistema de
ecuaciones lineales, su solucién (/en caso de existir) corresponde al punto (puntos) de interseccion
de las lineas rectas.

‘}_1 EJEMPLO 7. INTERSECCION DE DOS LINEAS RECTAS

En caso de existir obtén el punto de interseccion.
a. De las lineas rectas con ecuaciones y =—-2x-3y y=5x-2.
Algebraicamente son equivalentes a:
y=-2x-3
{ y=4x-2
Igualédndolas obtenemos la ecuacién



70  UNIDAD 3 LA LINEA RECTA'Y SU ECUACION CARTESIANA

—2X—-3=4x-2 & x:—é.

La sustitucion de x = _Els en la segunda ecuacion da

1 , 8
=| —= |-2,0bien, y=——
v=( -4 y=-2

[EEN

Las lineas rectas con ecuaciones y =-2x—-3Yy y =4x—2 seintersecanen I, ( -, —2 j

b. De las lineas rectas con ecuaciones 2x+4y+8=0y y=x .

Algebraicamente equivalen al sistema de ecuaciones
2X+4y+8=0
Lv-
Si sustituimos y=x en 2x+4y+8=0 obtenemos

2X+4x+8=0 < x:—g,también y:—;1

] . 4 4
Las lineas rectas se intersecanen |, ( 373 j
c. De las lineas rectas con ecuaciones Xx+y+1=0y 2x+2y-1=0.
X+y+1=0
2x+2y-1=0
X+y+1=0 -2| x+y+1=0 —-2x-2y—-2=0
Si { y { y o0 bien, { y

Podemos tratarlas como sistema de ecuaciones lineales {

, entonces, ,
2x+2y-1=0 1| 2x+2y-1=0 2X+2y—-1=0
La suma de las ecuaciones conduce a la contradiccion —3 =0, entonces,

‘las lineas rectas con ecuaciones x+y+1=0y 2x+2y—-1=0 no se intersecan’.

|
d. Obtén el punto de interseccion de las lineas rectas con ecuaciones 3x+3y—3=0 y
2X+2y-2=0.
Con ambas ecuaciones formamos el sistema
3x+3y—-3=0
{ 2x+2y-2=0
Entonces,

2 | 3x+3y—-3=0 bi 6Xx+6y—-6=0
-3 { 2x+2y—2=0’0 { —6Xx—6y+6=0
La suma de las dos ultimas ecuaciones conduce a la identidad 0 =0, esto significa que ambas
ecuaciones representan a la misma linea recta.
|
| | ] |
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/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 5

1. En caso de existir obtén el punto de interseccion.

a. X+y+2=0yx-3y-2=0 b.X2+i/:1yy:—2x
1 Xy
C.y=-Xxyx-3y-3=0 d x-3y=0y —+-=1
y 3 y y y Y_2 4

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA LINEA RECTA
La distancia entre la linea recta de ecuacion Ax+By +C =0y un punto P, (X, , Y, ), (no

perteneciente a ella) se interpreta como: la longitud del segmento rectilineo perpendicular a ella 'y
que tiene sus extremos en P, (X, , Y, ) yella.

YA

%

/0/

FIGURA 4.

La propiedad 4. proporciona los elementos necesarios en el calculo de la distancia entre un
punto y una linea recta.

PROPIEDAD 4. (DISTANCIA ENTRE UNA LINEA RECTA Y UN PUNTO)

La distancia entre la linea recta de ecuacién R: Ax+By+C =0 yelpunto P, ( Xy, Y, ), €S
Ax, + By, +C

JA?+B2

el signo del numerador se toma de manera que d sea positiva.

d=|RP, =

E EJEMPLO 6. DISTANCIA ENTRE UNA LINEARECTAY UN PUNTO

a. La distancia entre la linea recta de ecuacion 4x +3y +8=10 yelpunto p,(0, 4 ) es
_[(4)0)+(3)(4)+(8)]
(4)+(3)

=4 unidades.
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|
b. Para calcular la distancia entre la linea recta de ecuacion y =—-2x y el punto B, ( -2,-2 ) ;

rescribimos y =—2x+3 en la forma general 2x +y =0, por tanto,

(2)-2)+(1)-2)+(0)

d= = i unidades.

J(2)+(1) =

c. Para calcular la distancia entre la linea recta de ecuacion )2(+31/:1 y el punto P,(0,0),

primero rescribimos Z+ i’ =1 en la forma general, entonces, x+4y —4 =0, luego

X0 N0 a) e
BN FY N E) S

f SECCION 3.1
EJERCICIOS 6

1. Calcula la distancia entre la linea recta y el punto.
a. 2x+5y+5=0yelpunto p,(0, 4)

b. 4x+3y+15=0 yelpunto py(1,1)

Xy
c. —+~°>=1yelpunto -1,0
3+4 yelp po( )

d. y:jx+4 yelpunto p, (3, 2)



3.2 LALINEA RECTA Y APLICACIONES DE

CORTE EUCLIDIANO

APRENDIZAJE
EL ALUMNO:
8. Resuelve problemas de corte euclidiano usando geometria analitica.
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Los segmentos de recta (o lineas rectas) notables relacionados con un triangulo se definen en
términos de los puntos medios de los lados o de intersecciones de lineas rectas que los contienen.

i. Alturas: son segmentos de lineas rectas perpendiculares a los lados (0 a su prolongacién) con
extremos en un vértice y el lado opuesto.; las alturas concurren en un punto llamado ortocentro.

‘@ ortocentro
'0’ - *, ”,

. altura
L3

‘5
%

.

0y
A

~

)

altura ortocentro

ii. Medianas: Segmentos de recta con extremos en: un vértice y el punto medio del lado opuesto al
vértice”; las medianas de un tridngulo concurren en el punto denominado baricentro.

bari-

centro )
baricentro

baricentro

iii. Mediatrices: Lineas rectas que intersecan en el punto medio a los lados y a la vez son
perpendiculares a ellos, estas lineas concurren en el punto llamado circuncentro.

circun-
centro

mediatriz

-

i mediatriz o
mediatriz mediatriz

mediatriz

mediatriz

mediatriz

3
[1°]
!
3
EL

W]  EJEMPLO1. ECUACIONES DE LOS LADOS DE UN TRIANGULO

1. Los lados de un triangulo forman parte de las lineas rectas con ecuaciones
R, :3x-4y+6=0, R, :x+5y+2=0y R; :4x+y-11=0



UNIDAD 3.2 Lalinea rectay aplicaciones de corte euclidiano 75

a. Sus vértices son las soluciones de los

sistemas de ecuaciones: Ya
3x—4y+6:0’ 3x—-4y+6=0 Ix+y-11=0
X+5y+2=0 4x+y-11=0
{ X+5y+2=0
4x+y-11=0
>
es decir, > C X
A(-2,0),B(2,3)ycC(3,-1), Sy+2=0
respectivamente.
b.De 3x-4y+6=0, x+5y+2=0
e c. De A(-2,0), B(2,3) y C(3,-1)
y - obtenemos los puntos medios de los lados:
obtenemos 3 1 1
3.3 1 1 PM 0,- |, PM —,—= 0y
=—X+—, y=——X—=-y y=—4x+11, AB( ’ j AC( ’ j
y 2515 y 5 5yy 2 2 2
con pendientes: PM 5 ( 5,1}
. 3 1 2
son: mABzz, Mac =g Mge = —4
|
| | | |
{?J EJEMPLO 2. LINEAS Y PUNTOS NOTABLES EN UN TRIANGULO
2. Los vértices de un triangulo son los puntos A(—2,0), B(2,2)y C(4,-1).
a. Ecuaciones generales de las lineas rectas que contienen a los lados:
Lado que contiene a los vértices A(—2,0), B(2,2):
2-0 1
—2=———(Xx—2),entonces, X—2y+2=0Yy Mp = —
y 2_(_2)( ) y Y Mag =~
Lado que contiene a los vértices A(-2,0), C(4,-1):
-1-0 1
—(-1)=—"F—<(Xx—4),entonces, X+6y+2=0Yy My~ =——
y-(-1) 4_(_2)( ) y Y Mac ==
Lado que contiene a los vértices Y
B(2,2) C(4,-1): 4 x-2y+2=0
-1-2
—-(-1)= X—4),
y-(-1)="7"2(x-4) b

3 3x+2y-10=0
o bien, 3x+2y—10=0ymBC:_E A -
?’4 >
b. Puntos medios de los lados: . X
1 1 X+6y+2=(
PMAB(O’]')’ PMAC(]-!_Z), PMBC(3’ZJ

c. Ortocentro.
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Altura contenida en la linea recta que pasa por
A( -2,0 ) y perpendicular al lado AB (parte
de lalinea recta 3x + 2y —10 = 0):pendiente

3 luego, y—0:§( x—(-2)),0

-5
2x-3y+4=0

Altura contenida en la linea recta que pasa por

B ( 2,2 ) y perpendicular al lado contenido en

la linea recta : x + 6y + 2 = 0 :pendiente

Mgc =

Mac :—é, entonces, y —2=6( x—2 ), es

decir, 6x—y—-10=0
Altura contenida en la linea recta que pasa por
C(4,-1)yes perpendicular a la linea recta

X—2y+2=0 (pendiente m,g = ;):

y+1=-2(x—4), portanto, 2x+y—-7=0

d. Baricentro.

2x-3y+4=0

6x-y-10=0 C
2x+y-7=0

El ortocentro es la solucion del sistema de
ecuaciones lineales asociado a dos medianas:

6x—-y-10=0 .
, entonces, 8x =17, o bien,
2X+y—-7=0
x=1Tyy=2 or[ 17 2]
8 8 8 8

La mediana que contiene: vértice A( -2,0 ) y al punto medio PM ¢ ( 3, ; j tiene ecuacion

1

1o
y-0=_2

3—(

2)( x—(—2)), suforma general es x—10y +2=0

La mediana que contiene: el vértice B (2,2 )y al punto medio PM ,¢ [ 1, —; j es

1
2
1-2

-2

y-2-

La mediana que contiene al vértice
C(4,-1) yal punto medio
1-(-1)
x—-0),
0-4 ( )
en la forma general x + 2y —2=0

Baricentro lo obtenemos resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales generado

PM,g (0,1) es y-1=

(x—2), en su forma general es 5x —2y —6 =0

por dos medianas, luego
Xx—10y+2=0
{ X+2y-2=0
de donde 12y —4 =0, o bien,
x=2yy=1
3 3

El baricentro es el punto BA( g L )
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Y

e. Circuncentro.
La mediatriz perpendicular al lado AB y
que contiene al punto medio PM 5 (0,1)

tiene pendiente m,g, =—2, su ecuacion es
y—1=-2( x—0 ), en la forma general
2X+y-1=0.
La mediatriz perpendicular al lado AC y contiene

que contiene al punto medio PM , (1, —;)
tiene pendiente m,, =6, su ecuacion es
y+;:6( x—1), obien, 12x -2y —13=0

La mediatriz perpendicular del lado BC
que contiene al punto medio

PMgc ( 3, ;j tiene pendiente Mg, =§ ,

por tanto,
1 2
—-—=—-(x-3),
V= =5(x-3)
0 bien, 4x—-6y—-9=0
| |

La interseccion de dos medianas es
solucién del sistema de ecuaciones lineales:

2x+y-1=0
4x—-6y—-9=0"
de donde 16x+15=0, o bien,

X= 15 y= ! y circuncentro
16" 8

R o1 )
16 8

]  EJEMPLO3. AREADE UN TRIANGULO

Area del triangulo con vértices en los puntos A( -2,

-1),B(2,-2)yC(1,3).

Sea la base el segmento rectilineo BC . Con B(2,—-2 )y C(1, 3) obtenemos la longitud de la

base,

b=|BC |=/(2-1)? +(-2-3)* =-/26 unidades.

Por otro lado

3-(-2)

y+2="~""J(x-2),0bien, 5x+y—-2=0.

1-(2)
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La altura del triangulo es la distancia entre la linea recta de ecuacion 5x + y —2 =0 y el vértice
A(-2,-1),
15(-2)+1(-1)-8] [-19] 19

A5y +(ry 26 28

1 19 .
A==1-/26 | —— |=9.5 unidades cuadradas.
2 (126 { /26 j

Y
A C

luego, h = por tanto, el area es

f SECCION 3.2
EJERCICIOS 1
1. Los vértices de un triangulo son los puntos A(0,2), B(3,4)y C(4,0) obtén.
a. Las ecuaciones (generales) de las lineas rectas que contienen a los lados.
b. Los puntos medios y las ecuaciones de las lineas rectas de las que forman parte las medianas.
c. El punto donde concurren las lineas rectas que contienen a las medianas.
2. Los vértices de un triangulo son los puntos A(—-2,0), B(0,2)yC(4,-2)
a. Calcula las ecuaciones de las lineas rectas que contienen a los lados.
b. Las ecuaciones de las lineas rectas que contienen a las alturas.
¢. Calcula el punto en que concurren las alturas.
3. Los vértices de un triangulo son los puntos A(—4,4), B(2,4)yC(4,0).
a. Obtén las ecuaciones de las lineas rectas que contienen a los lados.
b. Calcula las ecuaciones de las lineas rectas mediatrices y el punto en que se intersecan.
4. Los vértices de un triangulo son los puntos A(-2,0), B(4,2)y C(3,3), calcula su rea.

5. Los vértices de un triangulo son los puntos A(—3,0), B(1,-2)y C(5,2), calcula su
area.
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SECCION 3.1

EJERCICIOS 1 RESPUESTAS

1.

a. 2x+y—2:0,y:—2x+2,>1(+y:1 d. x-y+3=0, y=x+3,
7 1 S+ist
b. 7X—6y+2=0, y=—X+—, -3 3
6 3 e. 10x—3y+18=0,
KLY 10 «y
_EJFE . y—?X+6, _—2+€_1
! ’ 10 f. X—4y+l6=0, y:ix+4’
c.10x-3y+18=0, y=""x+6, 4
3 Xy
74_7:1
-2 6
SECCION 3.1
EJERCICIOS 2 RESPUESTAS
a. C. y=3Xx+2
A
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SECCION 3.1

EJERCICIOS 3 RESPUESTAS
1.
a. b.
i. m/6 =14.04° i. mZ6 =59.04°
iil. m26 =63.03° ii. M6 =37.87°
iii. m£6 =108.43° iii. mz@=82.87°
iv. mz6 =28.03° iv. m£60=8.13°

SECCION 3.1
EJERCICIOS 4 RESPUESTAS
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/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 5 RESPUESTAS

o
=
—~

|
H
[
[N
N—
o
=
|
IR
SIS
N
o
=
[
SIRN)
|
N
o
=
[
H
s
|
N—

SECCION 3.1
EJERCICIOS 6 RESPUESTAS

a.d=-—— unidades. b.d = 252 unidades. c¢.d = 156 unidades. d. d = 157 unidades.

SECCION 3.2

EJERCICIOS 1 RESPUESTAS

a.2x-3y+6=0, 4x+y-16=0y x+2y—-4=0

b. (23} (2,1)y (;,3jy3x—y—5:0,y—2:0y6x+5y—24:0

(1

. X+3y—-2=0,x-y+2=0y x+y—-2=0
. 3X-y+2=0,x+y-2=0y x-y+2=0

(0,2)

. Yy—-4=0,2x+y-8=0y x+2y—-4=0

. X—1=0,2x-y+2=0y x-2y+1=0; (-1,0)
. 4 unidades.

. 12 unidades.
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[£ UNIDAD 3 EXAMEN

CONCEPTOS
1. ¢ Como se interpreta una linea recta en el plano cartesiano?

2. ; En qué forma puede escribirse una linea recta?

3. ¢ Qué pares de elementos definen una linea recta?

4. ; Como se define el angulo asociado a una linea recta?

5. ;Como se define el angulo que determinan dos lineas rectas?

6. ; Qué condiciones cumple una linea recta vertical?

7. ;Como se define la distancia entre una linea recta y un punto?

DESARROLLOS OPERATIVOS

Sea el triangulo con vértices en los puntos A(—4,0), B(0,2),C(2,-4).

8. Calcula la ecuacion de la linea recta (forma simétrica) que contiene al lado BC .

9. Calcula la ecuacion de la linea recta (forma pendiente ordenada al origen) que contiene a la altura
de la que forma parte al vértice A(—4,0 ).

10. Calcula la amplitud del angulo que forman las lineas rectas que contienen a los lados AB y
AC.

11. Calcula la distancia entre el lado AB y el vértice C (2, -4 )

12. Una linea recta contiene a los puntos A( —1,2 ), B(1, -2 ), otra linea recta tiene ecuacion
2x+3y+8=0, sen qué punto se intersecan?

PARA PENSAR
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13. Obtén la forma general de la linea recta perpendicular a Ax+ By + C =0 y que contiene al

punto R( p,q ).
14. Obtén la distancia entre las lineas rectas con ecuaciones
3X-4y+4=0y 9x-12y-4=0

§&  Escan

Preguntas 1 a 7., un punto cada una.

Problemas 8. a 12. dos puntos cada uno.

Problemas 13. a 14. cuatro puntos cada uno.

Para acreditar se requieren un minimo de 16 puntos

[ UNIDAD 3 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. El lugar geométrico que definen dos puntos, uno fijo y uno que se desplaza sin que cambie la
pendiente

2. General, simétrica, pendiente-ordenada al origen.

3. Pueden ser dos puntos o puede ser un punto fijo y una pendiente.

4. Tiene lado inicial en el eje de las abscisas, su lado terminal es la linea recta, su vértice son las
lineas rectas antes sefialadas.

5. El angulo positivo y agudo que determinan.

6. ; Qué condiciones cumple una linea recta vertical?

Tiene pendiente “indefinida”.

7. Longitud del segmento rectilineo perpendicular a la linea recta y con extremos en el punto y la
linea recta.

DESARROLLOS OPERATIVOS

8. %Y1 o y=x+% 10.6026°. 1. 2% unidades. 12.1(2,-4)
272 373 5
3

PARA PENSAR

13. Bx— Ay+gA—pB =0.14. 12 unidades.



PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el
alumno:

Sera capaz de obtener la
ecuacion de una parabola
a partir de su definicion
(foco y directriz) o de ele-
mentos necesarios y su-
ficientes.

LA PARABOLA Identificara sus elementos
Y SU a partir de la ecuacion.

ECUAC|()N CARTESIANA Resolvera problemas que

involucren a la parabola 'y
sus propiedades

SECCIQN 4.1 La parabola, elementos y ecuaciones.
SECCION 4.2 La parabola y sus aplicaciones,
SECCION 4.3 Soluciones y evaluacion.
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Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano que satisfacen cierta condicién.

Parabola. Lugar geométrico generado por el desplazamiento de un punto de forma que su distancia
a una linea recta fija y a un punto fijo se mantiene constante.

Eje de simetria. Linea recta que divide a una curva en dos partes congruentes.

Linea recta tangente a una curva. Linea recta que tiene un solo punto en comun con la curva, el

punto comun se llama “punto de tangencia” o punto de contacto.



UNIDAD 4.1 La parébola, sus elementos y ecuaciones

4.1 LAPARABOLA, SUS ELEMENTOS Y
ECUACIONES

APRENDIZAJES

EL ALUMNOC:

1. Identifica los elementos que definen la parabola. Reconoce la si-
mede esta curva. Obtiene por induccion la definicion de la parabola
como lugar geométrico.

2. Deduce la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y fue-
ra de él. Entiende que un punto pertenece a una parabola, si y solo
si, sus coordenadas satisfacen la ecuacion correspondiente.

3. Determina el vértice, foco, directriz, eje de simetria, y lado recto
de la parabola, a partir de su ecuacion cartesiana.

4. Grafica parabolas dadas sus ecuaciones y viceversa.

5. Transforma la ecuacion general a la ordinariapara encontrar sus
elementos.

87
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Trataremos la parabola como un “lugares geométricos del plano cartesiano.
En la figura 1., el punto P ( X,Y ) se desplaza de manera que equidista (se encuentra a la misma

distancia) del puto fijo F ( h, k ) llamado foco y de la linea recta (fija D) conocida como directriz.
Por tanto, se cumplen las igualdades d- =dy, e =ep, fr =y, 9o =0p ¥ 9p =0p .
hp =hp, etcétera.

directriz "/P
©) 3 d=d
h F_ D
e=6
sz D
4=9,

FIGURA 1.

DEFINICION 1. (PARABOLA)

a. La parabola es el lugar geométrico formado por el conjunto de puntos P en el plano cartesiano
que equidistan de la linea recta fija D y de el punto fijo F (que no esta sobre la recta fija).
Formalmente: { (x,y)elR*: d(p,F)=d(p,D) }

b. El punto fijo F se llama foco y la linea recta fija D se llama directriz.

c. El punto medio V del segmento rectilineo (perpendicular a la directriz) con extremos en F y en

D se denomina vértice.
d. La linea recta que contiene al vértice y al foco se llama “eje focal “.

La figura 2. muestra los elementos de la parabola.

directriz R directriz R directriz ’

4

punto de la
parabola

cuerdas

punto de la
. parabola

Seo
~
~

FIGURA 2.
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a. El segmento rectilineo con extremos en dos puntos de la parabola se conoce como cuerda.
b. La cuerda paralela a la directriz y que contiene al foco se llama “lado recto”, su longitud se
representa por LR.

N
c. El segmento rectilineo dirigido VF perpendicular a la directriz y extremos en el vértice y el foco se
denomina parametro, su longitud se representa por a y se conoce como distancia focal.

El pardmetro (magnitud) define la “abertura de la parabola”:
i. Si a=0, el foco se encuentra en la directriz y todos los puntos de la parabola se encuentran
sobre el eje focal.
ii. Al incrementa el valor de a, el foco se aleja de la directriz y la parabola se “abre”.
iii. Si el numero a es “extremadamente grande”, la parébola es “casi” una linea recta perpendicular
al eje focal.
iv. Si el numero a es negativo, la parabola se “abre en sentido contrario” a lo sefialado en los
incisos anteriores.

Otras caracteristicas de la parabola son:
1. Es una curva abierta.
2. Se extiende indefinidamente.
3. Las semi parabolas que genera el eje focal (de una parabola) son congruentes, es decir, una
parabola es simétrica respecto a su eje focal, vea la figura 3.

directriz directriz

<

m\
2
@ foco

*—o eje focal o de simetria °

" se refleja respecto
al eje focal

FIGURA 3.

Sélo son de nuestro interés parabolas con eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados.

N7  EJEMPLO1. DEFINICION DE PARABOLA

Obtengamos las ecuaciones de las parabolas.
a. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F(4 , 2 ) y de la
linea recta vertical con ecuacion D : x=-2
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La distancia entre los puntos Y
P(x,y)yF(4,2)es A

e P ,
d(p,F):\/(x—4)2+(y—2)2 \(X y)
Ecuacion general de la directriz, \
D:1-x+0y+2=0y N
su distancia al punto P( x , y ): 2 .

d(p,D)= 1 x ) (y)+( ):x+2

Sid(p,F)=d(p, ) tenemos 0 2 4 7 X
JO=aY (y-2) =x+2, K=t \

obien, (x—4 Y +(y-2 ) =(x+2)

T

Desarrollando y simplificando :
2 2 2 2
X2 —8x+16+(y—-2 ) =x*+4x+4y (y-2) =12x-12,
por ultimo
(y—2 ) =-12( x—1),0bien, y? —12x—4y+16=0

b. La ecuacion del lugar geométrico: conjunto de puntos que equidistan de F( -1,-1 ) y de la
linea recta horizontal de ecuacion D:y =-5

La distancia entre los puntos Desarrollamos y simplificamos:
P(x,y)yF(-1,-1) (x+1 )Y +y?+2y+1=y? +10y+25Yy
esd(p,F)=/(x+1 ) +(y+1)*. (x+1)?—8y—24=0,
La ecuacion general de la directriz es por dltimo (x+1)?=8(y+3), o en Ia
D: 0-x+y+5=0 ysudistancia al punto forma
P(x,vy) x* +2x-8y—-23=0

(o0 00y )4 (5)

e N Y

1
De la condicion d ( p, F )=d( p,D) I ~__o >
F(-1,-1
obtenemos J(x+1)z+(y+1)2 =y+5, I (
|
|
|

obien, (x+1 Y +(y+1Y =(y+5)
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/ SECCION 4.1
EJERCICIOS 1

1. Obtén:

a. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F(O , 0 ) y de la
linea recta horizontal de ecuacién D:y =4

b. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan del punto fijo F( 2,0 )
y de la linea recta horizontal de ecuacion D : x = -6

c. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F(O , 4 ) y de la
linea recta horizontal de ecuacién D:y=-5

d. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F ( -3,3 ) y dela
linea recta horizontal de ecuacion D:y =6

-

La formalizacién de los aspectos tratados en los problemas son definicién 2.

DEFINICION 2. ECUACIONES Y ELEMENTOS DE LA PARABOLA

EJE FOCAL: VERTICAL x=h HORIZONTAL vy = k
VERTICE: V(h, k) V(h,k)
ECUACION CARTESIANA:  (x—hf =4a( y—k ) (y-kf =4a(x-h)
ECUACION GENERAL x> +Dx+Ey+F =0 y?+Dx+Ey+F =0
APERTURA HACIA: Arriba a >0, abajo a<0. Derecha a >0, izquierda a<O0.
FOCO: F(h,k+a) F(h+a, k)
DIRECTRIZ: y=k-a x=k-a
kgg%wn DEL LADO LR=|4a LR=|4a

\IJ EJEMPLO 2. TRANSITO ENTRE LAS ECUACIONES DE LA PARABOLA

1. Obtengamos la ecuacién cartesiana de la parabola a partir de su ecuacion general.
a. x> +2x+4y+9=0.

Construimos el trinomio cuadrado perfecto en la variable x, esto se consigue con la descomposicion
9=1+8 y reacomodando sumandos,
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X2 +2X+4y+9=x> +2x+4y +1+8=x%+2x+1+4y+8,
factorizando obtenemos
X2 +2X+4y+9=x2 +2x+1+4y+8=(x+1 ¥ +4(y+2)
Por tanto,
X2 +2x+4y+9=0 < (x+1) =—4(y+2)

b. x? +3x+6y =0.
Debemos construir el trinomio cuadrado perfecto en la variable x, esto se consigue sumando y

2 2
restando el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, es decir, ( ‘;’ j —[ 2 j
2 2 2
Entonces, x? +3x + S [3 +6y =0, 0 bien, X+ :—6y+g
2 2 2 4

Por ultimo
2
3 3
X+— | =6 y+—
( 2 j ( g )
2. Obtengamos la ecuacién general de la parabola.
a (x-2)=3y-1).

Desarrollamos el cuadrado del binomio y efectuamos el producto del miembro derecho obtenemos
x® —4x+4 =3y — 3, reacomodamos términos x? —4x—3y+7 =0

b. (x+1)*=6(y+2).

Desarrollamos el cuadrado del binomio y el producto del miembro derecho obtenemos
x> +2x+1=6y+12,

reacomodamos términos
X% +2x—6y—-11=0

2
Al desarrollar el cuadrado del binomio y efectuamos el producto del miembro derecho obtenemos

c. ( y—ljz =5(x-2)

y2—y+ 411 =5x—10, reacomodamos términos y? —5x —y +£11+10 =0,

0 bien,
y? —5x—y+A;11=o
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\IJ EJEMPLO 3. OBTENCION DE ELEMENTOS DE LA PARABOLA

1. Obtén los elementos y traza la parabola.
a. x?—4x-2y+6=0
Reacomodamos términos:
x> —4x=2y—6
Agregamos el cuadrado de la mitad del

coeficiente de x en ambos miembros de la
ecuacion, obtenemos:

x? —4x+2% =2y —6+22, 0 bien,

(x=2)=2(y-1)
Comparamos

(x-2) =2(y-1)
con (x—h )* =4a( y—k ), luego
h=2,k=1y4a=20 azi
Por tanto, Vértice: V(h , k )=V (2,1),

Parametro y lado recto: a = ; la parabola

b. x> —6x+3y+3=0.
Reacomodamos términos:

x? —6x =-3y—3.
Agregamos el cuadrado de la mitad del
coeficiente de X en ambos miembros de la

ecuacion, x® —6x+3% = -3y —3+3?,
obien, (x-3 )y =-3(y-2)
Comparamos ( x—3 )* =2(y—2)
y(x—h)*=2( y—k ), obtenemos
h=3, k=2y4a=-3

Por tanto:
Vértice: V(h , k )=V (3, 2)

Parametro y lado recto: a = —Z,

la parabola se “abre hacia abajo”

se “abre hacia arriba” y

LR=|4a|=

{
Foco: F(2,1+1J:F(2 , 3}
2 2

Directriz con ecuacion:

y=k-a=1-

y LR = =3

(3

Directriz con ecuacion:
3 11
Y ( 4 j

4
Y
4 t
<1 E e
1V (3,2)
|
1 tF(3y
|
ol / 1 3i >X
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c. y>—4x+4y—-8=0
Reacomodamos términos, y? +4y = 4x+8 Directriz con ecuacion:

Agregamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x=h-a= —3—( 1 ): —4
y en ambos miembros de la ecuacion:

y?+4y+4=4x+8+4,0
bien,(y+2 ¥ =4( x+3)

—_———————
v
X

Comparamos
(y+2) =4(x+3) y (y-k ) =4a(x-h) 2 0 2
obtenemos: VY I

h=-3,k=-2y4a=4o0a=1
Vértice: V(h , k )=V(-3,-2)
Parametro y lado recto: a=1, la parabola se “abre
hacia la derecha’y LR=|4a |=|4(1)|=4
F(h+a,k)=F(-3+1,-2)
=F(-2,-2)

p PR —
1

1

N

Foco:

d. y2+4x+4y—§—0

5=
Reordenando: Foco:
2 _ S '
Yo Ay =—Ax F(h+a,k):F(]é—1,—2j
Agregamos el cuadrado de la mitad del coeficiente
de y enambas partes de la ecuacion, - F( > =2 }
5 8
2
y* +4y+4=—4x+ Cll 4, Directriz con ecuacion:
entonces, x:h_azg_(_”:é
(y+2)2——4(x—13J Y ° °
8 A

Comparamos ( y—k )* =4a( x—h) 2
con \

(y+2) :—4( x—183 j y obtenemos:

h:E, k=—=2yda=-4o0a=-1

4———-—2—
8
Vértice:V(h,k):V(ls,—Zj /
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\|J EJEMPLO 4. ECUACION DE UNA PARABOLA A PARTIR DE ALGUNOS DE SUS ELEMENTOS

1. Obtén las ecuaciones (cartesiana y general) de la parabola, dados los elementos conocidos.

a. F (3, 0), directriz con ecuacion x =—1

Y
El vértice es el punto medio del segmento rectilineo v 4
con extremos en la directriz y el foco, I
portanto,V (1, 0) 12
La longitud del parametro: a =2 I vV F
El lado recto mide LR =| 4a | =8 2 Jo| \2 & X
Ecuacion cartesiana ( y—0 ) =8( x—1) L
Desarrollamos ( y —0 ) =8( x—1 ), obtenemos, i
y2 =8x—8,0bien, y? -8x+8=0 x=-1
b.V (-1, 0), directriz con ecuacion y = —4
La distancia entre la directriz y el vértice es a=4 YA
Lado recto: LR =| 4a |=16 Fe
Distancia entre vértice y foco: a=4, 2
por tanto, F (-1, 4) _V >
Forma cartesiana ( x+1 )* =12( y—0) 4 of 2 X
. 2 _
Si (x+1)°=12( y—0 ), entonces, 2 y=-4
X% +2x+1=12y 24, D — RS >
obien, x* +2x-12y+4=0
c. Eje focal horizontal, F (-2, 2 ), parametro
con longitud 3 y se abre a la izquierda. YA X =4
Puesto que se abre a la izquierda a=-3 i
Vértice: I
V(-2-(-3),2)=V(1,2) .
Directrizz x=1-( -3 )=4 2 \ I
Lado recto: LR =] 4(-3)|=12 . !
Forma cartesiana ( y—2 )* =—12( x—1) F / Vo >
Si (y—2 )" =—12( x—1), entonces, 2 0/ 2 X
y2—4y+4=-12x+12, / :
0 bien, i

y2+12x-4y+8=0
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d. Eje focal vertical, V (2, 3)y a=-2
El foco es el punto
F(2,3-2)=F(2,1)

La directriz tiene ecuacion y=3—(—-2)=5 -

El lado recto mide LR =| 4a |=8
Forma cartesiana ( x—2 ¥ =—8( y-3)
Si (x—2)*=-8(y—3), entonces,

x® —4x+4=-8y+24 , entonces,
x> —4x+8y—20=0

e. Abre a la izquierda, LR =10 y vértice V (2 , 4)

De las dos primeras condiciones, 4a=-10y a = —2

Con a:—g y el vértice V (2 , 4 ) obtenemos:

Foco F(2—5,4j=|:(_1,4)
2 2
., o 5 9
Ecuacion de la directriz X=2+§=E
Forma cartesiana ( y—4 ) =—10( x—2)

Forma general y® +10x—8y—4=0

f. Directriz x =—2,ejefocal y=2y a=4
Las condiciones anteriores garantizan
V(2,2)
V(2,2)ya=4 implican
F(2+4,2)=F(6,2)
El lado recto mide LR =| 4a |=16
Forma cartesiana (ordinaria):
(y-2)=16(x-2)
Desarrollando y reordenando
(y-2) =16(x-2)
obtenemos la forma general

0 2 X
A x=
\ :
|
|
|
|
6 I
|
F. I
Vo
|
2 I
|
>
-4 2 IX
|
|

y? —16x—4y+36=0

Y

?A
| 6
|
I
4
|
| .
I
I 0 > X
|
|
|
X=-2
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EJERCICIOS 2
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1. Obtén la ecuacion cartesiana (ordinaria) de la parabola a partir de su ecuacion general.

a. X2 +2x+4y+9=0
b. y? —4x—2y+5=0
c. x> —2x-3y—-8=0
d. y?—4x-2y+5=0
e. y2—2x—-2y+9=0

2. Obtén la ecuacion general.
(x=2)=4(y+1)
y+2) =-3(x+2)

3. Obtén los elementos y traza la parabola.

a. x> +3y+6=0
b. y?—4x-8=0
c. x2-6y+12=0
d. y?-12x+8=0
e. X2 +6x—-3y+6=0
f. y?+4x-8y—-4=0
9. X2 —4x+2y+6=0
h. y? —2x+2y-1=0

.2 5
Ly —x+y-—=0
y y 4

f.y?—4x-4y-12=0

g. x2+8x—y+321:0

h. xz—x+y+;:0

. (x=2) =jl( y+12)
g (x+3) =7( y—j)
5

jo X2 =3x+ y—l—o

"
5

k. y?—5x+y—-—=0
y y 4

. x2—5x+zy+§:0
47 4
2 1

m. y +2x+y—Z:O
> 11

n. x“—-x-3y--—=0
y 4

4. Obtén las ecuaciones (cartesiana y general) de la parabola, trazala.

a. F(6, 0), directriz con ecuacion x =2
b.V (-2, —2), directriz con ecuacion y = 6
c.V(-1,-2)yfoco F(-1,2)
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d. Eje focal horizontal, foco F ( -3,2 ) lado recto de longitud 8 y se abre a la izquierda.
e. Eje focal vertical, V (2 , 4 )y a=-2
f. Eje focal vertical, foco F (0, 6 ), LR =12 y parametro positivo.
g. Eje focal vertical, vértice V (—2 ,—2 ), LR =8 y parametro positivo.
h. Abertura a la izquierda, vértice V (4 , 4 ) y LR=12
i. Eje focal horizontal, foco F (2 ,5)y a=3
j- Directriz x =8, ejefocal y=2y a=-4
k. Directriz y=-2, ejefocal x=—2 y LR=8
|. Lado recto con extremos en los puntos A(1, —4 )y B(1, 8 ), directriz con ecuacion x =7
m. Eje focal vertical, foco V (-2, 5 )y a=-3
n. Directriz x = —l, eje focal y = ] ya= 3
2 2 4
0. Se abre hacia arriba, Foco F [ ; , —1 J LR =4

p. Lado recto con extremos en los puntos A( -

N~
N
N~
<
o
TN
|
N |-
N
~—
QD
Il
|
|_\

q. Foco F(l,l)yvérticev(i,lj

r. Directriz y = 1 y vertice V 1 - 1
2 2 4

s. Lado recto con extremosen C (2, 0)y D(2, 2)
I ———



4.2 LAPARABOLAY SUS APLICACIONES

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

6. Resuelve problemas que involucrenla interseccion de una linea recta
con una parabola y entre parabolas.

7. Resuelve problemas de aplicacion.

8. Valora su conocimiento sobre la parabola.
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Si en dos 0 mas ecuaciones asociadas a los lugares geométrico (lineas recta y/o parabola)
tratamos a las variables x e y como incognitas, generamos un sistema de ecuaciones cuya (en

caso de existir) es el punto (los puntos) de interseccion de sus curvas asociadas.

\l_'| EJEMPLO 1. INTERSECCION CON PARABOLAS

1. Obtengamos los puntos de interseccion
de las curvas con ecuaciones.

a. y> —8x+4y—4=0 (parabola)

y
2X+Yy+4 =0 (linearecta).

Con ambas ecuaciones generamos el
sistema de ecuaciones:

y2-8x+4y—4=0 (1)

{ 2x+y +4=0 --(2)
Multiplicamos la ecuacion (2 ) por 4 y
sumamos el resultado a la ecuacion (1 ):

y? —8x+4y—-4=0 (1)
8x+4y+16=0 ---(3)
y>+8y+12=0 ---(4) o0

(y+6Xy+2)=0 ---(4)
Las ordenadas de los puntos de interseccion

, luego

b. x> —2x—8y +1=0 (parabola) y

X+2y—1=0 (linea recta).
Asociamos el sistema de ecuaciones a las
curvas anteriores,

x2—2x-8y+1=0 (1)

{ x+2y-1=0 -(2)
Multiplicamos por 4 la ecuacion ( 2 ) y sumar el
resultado a la ecuacion (1),

{ x2—2x—8y+1=0 --(1)

4x+8y—-4=0 --(3)
X +2x-3=0 ---(4)
o(x+3)x-1)=0 ---(4)
Las abscisas de los puntos de interseccion son
las soluciones de la ecuacion ( 4 ), es decir,

son las soluciones de la ecuacion (4 ), es
decir, y, =6y Yy, =-2
Sustituimos los numeros y, =6y y, =2
enlaecuacion 2x+y+4=0 ---(2),
2%, +( -6 )+4=0 x, =1
2%, +( =2 )+4=0 x, =-1
Los puntos de interseccion son
p(1,-6)yp,(-1,-2)

Y
\5
5 50 X
-5
X ==3Y X, =1

Para obtener las ordenadas sustituimos
los nimeros x; =-3y X, =1

en laecuacion x+2y—1=0 ---(2)

y

-3+2y;,-1=0< vy, =2

1+2y,-1=0< vy, =0
Los puntos de interseccion son

pl(_?” 2)y pz(]-! O)




c. X2 —2y—4=0 (parabola) y

2X—Yy—4=0 (linea recta).

Asociamos el sistema de sistema de

x2—2y—4=0 --(1)

2x-y-4=0 -(2)

Multiplicamos por —2 la ecuacion ( 2

sumamos el resultado a la ecuacion (
1
3

ecuaciones: {

x2-2y—4=0 -
—4x+2y+8=0 (
susumaes X —4x+4=0 ---(4),
la ecuacion ( 4 ) es equivalente con

obtenemos: {

1
d. y:§x2+2 yy=-—x°+8
Igualamos las ecuaciones anteriores,

1x2+2=—x2+8 <:>§x2—6=0
2 2

< X —4=0, entonces,

Sustituimos en y = —x? +8 y obtenemos:

{y1=—(—2)2+8 - { Yy =4

y2=_(_2)2+8 y, =4’

f.(y-3Y=4xy(y+1)=—4(x-2)
En (y+1) =—4( x—2 ) despejamos 4x,
4x=8-(y+1y
Con (y—3) =4xy4x=8—(y+1),
obtenemos, (y—3 ) =8—( y+1 Y
Desarrollamos ( y—3 ) =8—( y+1 Y,
y2-6y+9=8-y?-2y-1 o
2y2 —4y+2=0 < y>-2y+1=0
(y-1) & y=1
Sustituimos y =1 en 4x =8—( y+1 ),
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(x=2)=0
con solucion unica x =2
Si x=2,entonces, 2( 2 )—y—4=0,
o bien, y=0 . El (Unico) punto de
intersecciones p, (2, 0)
YA

\ | /.
NVA

-2

las parabolas se intersecan en
pl(_2 ’5') p2(2 , 4)
A

4x=8-(1+1) < 4x=8-4

Ix=4 < x=1
El (Unico) punto de interseccién es
A(1,1)
A

e
N
> o }\Jx
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g (y-3fP =axy(y+1)?=—4(x-1) La ultima ecgacién no tiene soluciones, por

De ( 1 )2 __4( x—1) despeiamos 4x tanto, las parabolas con ecuaciones
Y= ~pd (y=3) =4xy (y+1) =—4(x-1),

obtenemos 4x =4—( y+1)°. N0 se intersecan.

Igualamos las ecuaciones Y“

(y-3) =4xy4x=4—(y+1Y),

(y-3)y=4-(y+1y ‘\5

Desarrollamos (y—3 ) =4—( y+1), — ) ~_*

y2-6y+9=4-y?-2y-1

y2-6y+9=4-y?-2y-1 < /

2y? —4y+6=0< y?-2y+3=0

Ecuacion de la linea recta tangente a una parabola. Para obtener la ecuacion de la linea recta
tangente a una parabola aplicaremos su propiedad geométrica:
“los puntos de una parabola equidistan de su foco y de su directriz”,
ademas:

1. El punto de tangencia T , de una parabola y una linea recta, pertenece a ambas curvas.

2. Los segmentos de recta FT y DT son congruentes, por tanto, el triangulo FTD es isdsceles.
3. Si M representa el punto medio del lado DF , entonces, la mediatriz MT es tangente a la
parabola.

eje focal

FIGURA 1.

PARABOLA CON EJE FOCAL HORIZONTAL: (y—k )* =4a( x—h)
a. Punto de tangencia T ( x; , y; )

b. Foco: F (h+a, k)

¢. Proyeccion del punto de tangencia en la directriz D( h—a, y; )
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d. Punto medio M del segmento rectilineo FD M ( h, yT2+k j

e. La linea recta tangente contiene a los puntos M ( h, yT;k ] yT ( Xt Yt )

PARABOLA CON EJE FOCAL VERTICAL: ( x—h )* =4a(y—k )
a. Punto de tangencia T ( x; , y; )

b. Foco: F(h, k+a)

c. Proyeccion de punto de tangencia en la directriz D ( Xr , k—a )

d. Punto medio M del segmento rectilineo FD M ( XT;h , k j

X; +h

e. La linea recta tangente contiene a los puntos M ( , k J YT (X, v )

N  EJEMPLO2 LINEARECTATANGENTE A UNA PARABOBA

Obtén la ecuacién general de la linea recta tangente a la parabola en el punto sefialado.
a (x+1)f=—4(y+1)enT(3,-5)

EnestecasoV (-1, -1), h=-1, k=—1y a=-1, por tanto,

i. F(h,k+a)=F(-1, -1+(-1))=F(-1,-2)

i. D(% ,k-a)=D(3,-1-(-1))=D(3,0)

i, M ( XTZ”‘ , k]=M(3+(2_1), —1j=|v| (1, -1)

A
-3 0 X >x
an
S
-3
U T

iv. La ecuacion de la linea recta tangente contiene a los puntos M (1, -1) y T(3, -5),
entonces,

y—(—1)=_5;(1_1)(x—1) o y+1=-2(x-1) & y+1=-2x+2
La ecuacién general de la linea recta tangente es 2x+y—-1=0.
b.Si(y-1y=4(x-2)enT(6,-3)

V(2,1),h=2, k=1y a=1, por tanto:
i. F(h+a,k)=F(2+1,1)=F(3,1)
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i. D(h-a,y; )=D(2-1,-3)=D(1, -3)
i M(h, o v j M(z, ‘3+1j=|\/|(2,—1)

2

Y
2A1 2‘1
| |
(- |
T > T
o ] 3 6" x o |
| |
-2 | -2 I
o) N

iv. La ecuacion general de la linea recta tangente contiene a los puntos M (2, —1) y
T (6, -3), entonces

y—(—1)=_36_(2_1)(x—2) o yi1=-2(x-2) & 2y+2=x+2
La linea recta tangente tiene ecuacion general x+2y =0

SECCION 4.2

EJERCICIOS 1

. Determina los puntos de interseccion de las curvas asociadas.
. Y2 +2x+2y—5=0 (parabola) y x+y—2=0 (linea recta).
. X% —4x+4y =0 (parabola) y x+2y—4 =0 (linea recta).

1
a
b
c. X2 —2x—4y—7=0 (pardbola) y x—2y—1=0 (linea recta).
d. y2 —4x—2y+5=0 (parabola)y 2x.—y —1=0 (linea recta).
e. X2 —2x+y+7=0 (parabola) y 2x+y+3=0 (linea recta).
f. y2 —4x+4=0 (parabola)y 2x—y+1=0 (linea recta).

}2. Obtén los puntos de interseccion de las parabolas.

a. y>—4x+4=0y y*+2x-2=0

b. (y-2) =-5(x-1)y(y-2)=x-1

c. X2 +2x+y=0y x*+6x-y=0,

d. y?-4x-8=0y y>+8x+4=0

e. y2+2x-2y=0y y?—2x—-6y=0
f.(x-2Y=y+4y(x-2)=4y+4
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g (x=2 )y =—y+6y(x-2) =2y-3

3. Calcula la ecuacion general de la linea recta tangente.
a.x’=4y+2)enT(4,2)

b. y* +4x+2y+1=0enT(-1,1)

c. y?-2x-4y=0enT(0,4)

a. x?-4x-4y-8=0enT(0,-2)
|

Parabolas, arcos parabdlicos, secciones de parabolas y superficies parabdlicas se utilizan y/o
en el disefio de estructuras arquitectdnicos y en el estudio de ciertos fendémenos naturales.:

arco o seccién

parabola de paradbola

FIGURA 2.

En arquitectura:
Sostenes de puentes colgantes y techos convergen a una seccion parabdlica, también, puentes,
tuneles, puertas y ventanas presentan secciones (longitudinales o transversales) parabdlicas.

En ciencias e ingenieria:
Trayectorias de objetos, chorros de agua, pueden modelarse por medio de secciones de pardbola.
Emisores y recetores (espejos, lentes, radares, reflectores, concentradores de energia) incluyen
secciones de parabola.
‘Los rayos emergentes del foco de una parabola se reflejan en ella paralelos a su eje de simetria.
Inversamente, los rayos provenientes de una fuente lejana y que son paralelos al eje de simetria de
una parabola, al incidir en ella se concentran en el foco”, este principio fundamenta el
comportamiento de ciertos instrumentos relacionados con la reflexion de rayos y ondas de energia.

recta tangente recta tangente
~

L4

F - emisor F : receptor

FIGURA 3.



106 UNIDAD 4 LA PARABOLA Y SUECUACION CARTESIANA

/ SECCION 4.2
EJERCICIOS 2

Construye el modelo solicitado.

a. El limite entre dos cuartos es un arco parabdlico con base de longitud 2.5 metros y 3 metros de
altura. Se desea transportar una caja cubica de longitud de lado 2 metros. ;Sera posible pasar la
caja de un cuarto al otro? Explica tu respuesta. Supon condiciones normales (no se puede inclinar el
bloque, romper el bloque, etcétera.

Supongamos que el arco parabdlico forma parte de la parabola con ecuacion

(x—0) =4a(y-3)
con vértice V(0,3 ) y contiene al punto p(1.25,0 ), o bien, p[ j,oj,portanto,

2
5—0) =4a(0-3) < sa=-2
4 42

La ecuacion (forma canonica) del arco que se debe atravesar es

VR

X2=—fé(y—3),con0<y<3y—1.25<x<1.25
I . A YA
I — 1T 1T & V(0,3) V(0,3)
] —
— . -
T T
1 ] | |
— — |
— —
T T
1] 1T
_— —
== == \i(lzso) b(125.0)
T a— ‘ o] 1 X of 1 X

A un metro del eje focal, el arco tiene altura

25
1°=-(y-3
2\

mayor a 1 metro (altura de la caja), por tanto, la caja no pasa.

N

N—

& —42=25y-75 <& —-42=25y-75 < yzzg metros,

b. La seccion longitudinal de un puente tiene forma de seccion parabolica con eje focal vertical, su
base mide 18 metros y su punto mas alto se encuentra a 6 metros de la base. Se reforzara con
una viga paralela a la base del arco y a un metro de su punto maximo, ;qué longitud debe tener?

Y

~_dves

(-9,0) 0 (9,0)
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La figura de la derecha muestra la seccidn de parabola en el plano cartesiano de manera que su eje

focal coincide con el eje y, el vértice es el punto V ( 0,6 ) y la ecuacion del arco parabdlico es
(x—0) =4a(y—6)cona<0y —9<x<9

La seccion de parabola contiene los puntos (9,0 )y (9,0 ); sustituimos el primero de ellos en

la ecuacion del arco parabdlico, obtenemos

(9—0)2 =4a(—6) & 8l=-24a < a:—287

La ecuacion de la seccion parabdlica es ( x—0 )° = —227( y—6).

Para y =5 (la viga esta colocada horizontalmente entre dos puntos del arco y a un metro del vértice
V(0,6 )), obtenemos:

(x=0) :—227(5—6) o X2 =227 < x=184
La longitud de la viga debe ser L =2(1.84 )= 3.68 metros.

c. Las dos torres que sostienen un puente colgante (con seccion longitudinal parabdlica) tienen
altura de 20 metros y estan separadas 200 metros. El puntal de sostén mas corto mide 2 metros,

calcula la altura de otro puntal que se ha colocado a 50 metros del centro del puente.
Y

50

4 E X
200
Con base en la figura anterior, la parabola que describe la seccién longitudinal del puente tiene:

Vértice en el punto V(0,2 ) y ecuacion ( x—0 )* =4a(y—2)
El punto mas alto del puntal (por ejemplo el derecho) es P( 100, 20 )
El punto P( 100,120 ) pertenece a la parabola, por tanto, satisface la ecuacion
(x—0)*=4a(y—2)0 (100—0 y =4a( 20-2)
(100-0 ) =4a(20-2) < (100 )* =4a(18) < 4a=555.56
La ecuacién de la parabola es

(x—0 ) =555.56(y—2)
Si x =50, entonces,
502
555.56

(50—0 ) =55556( y—2) < y-2= & y=65

La altura del puntal es 6.5 metros.
d. En un reflector con forma de superficie paraboélica el emisor esta colocado en su foco. La mayor

de las secciones longitudinales es 30 centimetros y profundidad de 12 centimetros. Calcula la
distancia entre el punto mas profundo y el emisor.
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Y
A
12 15,12
12 p( )
®
-15 0 57 X

Con base en la figura anterior:
(x—0)*=4a(y—0)yelpunto p(15,12 ) pertenece a la seccion parabdlica, entonces,

(15-0 )" =4a(12-0) < 225-48a < azzg

Por tanto, la distancia vertical desde la parte mas profunda y el emisor es de ZZ centimetros.

/ SECCION 4.2
EJERCICIOS 2

1. El cable de un puente colgante tiene forma de arco parabdlico. La parte de la carretera sustituida
por el puente, es horizontal, mide 100 metros y estd suspendida por tirantes verticales unidos al
cable; el tirante mas largo mide 30 metros y el mas corto mide 8 metros. Calcula la longitud del
tirante que se encuentra a 17 metros del centro.

2. La seccion longitudinal de un tunel es un arco parabdlico, su ancho mide 4 metros y su altura 3
metros. Calcula la altura méxima que debe tener un camion de 1.6 metros de ancho para no
atorarse al pasar.

3. Una antena tiene forma de superficie parabdlica con 30 centimetros de radio y altura de 20
centimetros. ¢En qué posicidn debe colocarse el receptor de ondas para que los rayos que recibe y
que refleja la cara plateada sean paralelos al eje focal?

4. Un tanque tiene forma de superficie parabdlica. Cuando el nivel de cierto liquido alcanza una
altura de 18 metros, su ancho mide 12 metros. Si el nivel del liquido desciende a 6 metros, calcula
el nuevo ancho del nivel del liquido.

5. Una ventana tiene forma de sector parabdlico, con base de longitud 3.2 metros y altura 2 metros;
la parte que abre y cierra es rectangular, sus esquinas superiores son tangentes al arco parabdlico.
Calcula la altura que debe tener si la base de la parte rectangular debe medir 1.2 metros.

6. Se va a construir un envase con forma de superficie parabélica. Su altura seré 15 centimetros y
su un ancho 4 centimetros a una profundidad de 5 centimetros. ; Cuanto debe medir la parte mas
ancha?

-
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SECCION 4.1

EJERCICIOS 1 RESPUESTAS

1.
al (1,1)y1,(3,-1) b.1,(2,1)y1,(4,0) c1,(3,-1)yl1,(-3,2)
d1,(2,3)yl,(1,1) el (2,-7) f. No se intersecan.
9.1, (2+3,3) 1,(2-3,3)
2,
a. l,(1,0) b.1,(1,2) c. ,(0,0),1,(-4,8)
d1,(-1,2),1,(-1,-2) el,(0,0)1,(-4,4)
£.1,(0,0),1,(4,0) 9.1, (2+3,3)1,(2-3, 3)
3.
a.2x+y-6=0 b. x+y=0 c. x—2y+8=0 a. x+y+2=0
SECCION 4.2
EJERCICIOS 2 RESPUESTAS
1. L ~10.5432 metros. 2. 2.52 metros. 3. A 3 cms, del vértice, dentro de la
superficie.
4. 2./6 metros. 5. 2 metros. 6. -/6 centimetros.

[ UNIDAD 4 EXAMEN

CONCEPTOS
1. § Como se define la parabola como lugar geométrico?

2. ;Qué es un arco parabdlico?

3. ;Una parabola es simétrica respecto a?

4. ; Qué papel desempefa el parametro de una parabola?
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5. ; Qué es el lado recta de una parabola, ¢,como se calcula su longitud?

6. ; Qué condiciones cumple un sistema de ecuaciones formado por: la ecuacion de una linea recta y
una parabola sean tangentes?

7. ¢ Qué indica la propiedad Optica de la parabola?

8. ; Qué condiciones cumple la linea recta tangente a una parabola?

DESARROLLOS OPERATIVOS
8. Determina todos los elementos de la parabola con ecuacién y? +4x—2y+5=0

9. Calcula la ecuacion (general) del lugar geométrico formado por el conjunto de puntos que
equidistan de F (2,0 ) y la linea recta con ecuacion x = 0.

10. Obtén la ecuacion de la linea recta que es tangente a la parabola con ecuacién
x? +4x+4y—-4=0enelpunto P(2,-2).

11. Obtén los puntos de interseccién entre las parabolas con ecuaciones y? +2x—6=0 y
yZ—2x+4=0

PARA PENSAR
12. Los extremos del lado del lado rectos son los puntos P, (—1,2 )y P, (3,2 ), su vértice es

V (1, -2 ) obtén su ecuacion general.

13. Una antena tiene forma de superficie parabdlica, su diametro mide 10 metros. Las sefiales que
recibe las concentra en su foco. Si la distancia focal es 2 metros, calcula la profundidad de la
superficie parabdlica.


https://www.ck12.org/c/measurement/meters
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Preguntas 1 a 8., un punto cada una.
Problemas 8. a 11. dos puntos cada uno.
Problemas 12. a 13. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 13 puntos

X UNIDAD 4 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. Conjunto de puntos del plano cartesiano que se encuentran a la misma distancia de una linea
recta (fija) llamada directriz y un punto fijo llamado foco.

2. Parte de la parabola limitada por dos de sus puntos.

3. Respecto a su eje focal.

4. Si su magnitud aumenta la abertura de la parabola se incrementa y se aproxima a una linea recta
perpendicular a su eje focal.

5. La cuerda que contiene al foco y es perpendicular al eje focal de la parabola.

6. Tener una sola solucion.

7. “Los rayos emergentes del foco de una parabola se reflejan en ella paralelos a su eje de simetria.
Inversamente, los rayos provenientes de una fuente lejana y que son paralelos al eje de simetria de
una parabola, al incidir en ella se concentran en el foco”.

8. Es mediatriz del segmento rectilineo con extremos en el foco y la directriz y a la vez es
perpendicular a esta dltima linea.

DESARROLLOS OPERATIVOS

8. Forma ordinaria (y—1) =4(x-1), F(-2,1), V(-1,1), Directriz x=0, eje de
simetria y =1, ladorecto LR =4

9. y2 —4x+4=0

10. 2x+y—-2=0

3 3
M.P| 21|yp| 2,-1
1(2 ]yz(z ]
PARA PENSAR
12. x* —-2x—-8y-15=0

13. 285 metros.



PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el alumno:
Sera capaz de obtener las ecua-
ciones cartesianas de la circun-
ferencia y la elipse, y trazar sus
graficas correspondientes, dado
cualquier conjunto de elementos
definitorios.
Resolvera problemas donde ta-
les curvas se presenten, con el
LA CIRCUNFERENCIA, fin de avanzar en la consolida-
LA ELIPSE cion del método analitico y de-
Y SUS ECUACIONES sarrollar su habilidad de reco-
CARTESIANAS nocimiento de formas y estruc-

turas.

SECCI()N 5.1 La circunferencia, elementos y ecuaciones.
SECCION 5.2 La elipse, sus ecuaciones y aplicaciones.
SECCION 5.3 Soluciones y evaluacion.
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CONCEPTOS

CLAVE

Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano que satisfacen cierta condicién.

Distancia entre un punto y una linea recta. Lugar geométrico generado por dos puntos, uno fijo y
Circunferencia. Conjunto de todos los puntos del plano cartesiano que equidistan de un punto fijo
(también del plano cartesiano).

Elipse. Conjunto de todos los puntos del plano cartesiano que equidistan de dos puntos fijos del
plano cartesiano.

Distancia focal. Longitud del segmento rectilineo con extremos en los dos focos de la elipse.

Linea recta normal. Linea recta perpendicular a la linea recta tangente a una curva, contiene el
punto de tangencia.

Propiedad 6ptica de la elipse. Sefiala que todo rayo que emerge (incide) de uno de los focos de la

elipse se refleja (proviene) en ella en direccion al otro foco.
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9.1 LA CIRCUNFERENGIA, ELEMENTOS Y

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

1. Deduce la ecuacion ordinaria de la circunferencia e identifica
sus elementos (radio y coordenadas del centro).

2. Obtiene la ecuacion general de la circunferencia.

3. Obtiene la ecuacion cartesiana a partir de la ecuacion gene-
ral y determina el centro y el radio de una circunferencia.

4. Resuelve problemas de corte geométrico.
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Tomando como referencia el plano cartesiano, si uno de sus puntos se desplaza de manera que
la distancia a un punto fijo permanece constante genera la curva llamada circunferencia.

— N ——— -

~ 7 N - ~ ”~ ~N

/7

\\ D I// \‘ p y // \\. b ; / \\.\p

] I 1

° c ° i c ° | c ° |
\ \ /

\ \ /

\ \\ /
o ~—_—"

FIGURA 1.

DEFINICION 1. (CIRCUNFERENCIA)

a. El lugar geométrico del conjunto de puntos p, en el plano cartesiano, que equidistan del punto
fijo (también en el plano cartesiano) C se llama circunferencia, formalmente,

{ (x,y)elR?*:d(p,C)=r, rzo}
b. El punto fijo C se llama centro y distancia r entre el punto fijo C y los puntos p se llama radio.

Por ofra parte, la circunferencia con centro en C(h , k )y radio de longitud r tiene
asociadas las ecuaciones de la definicion 2.

DEFINICION 2. (ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA)

Sea una circunferencia con centro C( h, k ) yradio r >0, entonces:
a. Tiene ecuacion cartesiana ( x—h ¥ +(y—k J’ =r?

2 2
b. Su ecuacién general es x2+y2+Dx+Ey+F:0,si(2} +(§) —F>0

(?J EJEMPLO 2. ECUACIONES: CARTESIANA'YY GENERAL DE UNA CIRCUNFERENCIA

Determina las ecuaciones (cartesiana y general) de las circunferencias.
1
a. Centro C( -2, ;j y radio r =2 . Ecuacién X2 +y? +4X_y+2=0

cartesiana: Ya

? 2
(x+2)z+(y—2j =2° f\
Ecuacion general, desarrollamos la ecuacion - U»

anterior, y,

x2+4x+4+y2—y+‘11=4,0bien, 2
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es su ecuacion general.
b.CentroenC(é,—ijradio r=1 J

T4
Ecuacion cartesiana T o T 5 X
2
(x—g} +(y+2)* =12, desarrollamos -1
y obtenemos °
2 4 4 o
XS——X+-+Yy +4y+4 =1, entonces,
3 9 -3
> o 4 31
X“+y ——X+4y+-—=0
Y 3 Y 9
|
| | | |

(?J EJEMPLO 3. ELEMENTOS Y ECUACION GENERAL DE UNA CIRCUNFERENCIA
Obtén: centro, radio y ecuacion general.

a. De la circunferencia YA
(x+2 Y +(y-1Y =4 3
Centro C(3,-2 ), radio r =2
Si desarrollamos . L
(x+2 )P +(y-1y =4 /
obtenemos la ecuacion general, “4N\3 -2 -1 0 'x
X° +4x+4+y? —2y+1=4, -1
o bien,
x> +y2+4x-2y+1=0
]
b. De la circunferencia con ecuacion cartesiana
1) 1
X+= | +| y—= | =3 Y
( 2 ) ( 73 j ¢
1 1 . .
Centroen C | — =, = | yradio con longitud
2 3 1
r=-/3 ° >
Ecuacion general, 0 / X
-1
x? +x+‘11+ y? —gy+1—3:0, entonces,
-2
s 2 95
X“+y +X——y-—=0
y 3 y 36
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c. De la circunferencia con centro 0 bien,
3 2 2 3 95
-= X“+y +-—x-—=0
c( 2 oj e -2

y radio de longitud r =2 es

(x+i}2+(y—0)2 = 2?

La ecuacion general se obtiene desarrollando
los binomios y reacomodando términos, obtenemos

x2+§x+g+y2 =4,
4 16

E EJEMPLO 4. ELEMENTOS A PARTIR DE ECUACIONES
Obtén los elementos de la circunferencia.

a. Ecuacion general x*> +y2-9=0 YA
i. Reordenando términos,
x> +y?=9
ii. Comparamos con la ecuacion
(x=h )P +(y—k P =r2, 4
portanto, h=0, k=0y r=-/9
C(0,0)yr=3
|
b. Circunferencia con ecuacion general
X2 +y%+6x—4y—-12=0 YA
i. Reacomodamos términos
X% +6x+y? -4y =12 5
ii. Completamos trinomios cuadrados perfectos en
las variables x y vy, ¢
X2 +6x+3% +y? —4y+2%2 =12+3% 4+ 22, w/ 5y
iii. Factorizamos los trinomios cuadrados perfectos,
(x+3 )P +(y-2) =12+9+4=25, 5

portanto, C(-3,2)yr=5
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c. Circunferencia con ecuacion general

x> +y?-3y-4=0
i. Completamos el trinomio cuadrado perfecto en la

. YA
variable vy, >
2 2
() <oe( 5
X“+y =3y+| — | =4+ — |,
y =9y (2 5
ii. Factorizamos los trinomios cuadrados perfectos, ® >
K
-2
I

3 5
ortanto, C| 0, — r=—
0 ( zjy :

2 4

(X—0V+(y—3j2=2?

?J EJEMPLO 5. CIRCUNFERENCIAS PUNTUALES Y CIRCUNFERENCIAS IMAGINARIAS

a.; x*+y?+2x+4y+8=0 representa una circunferencia?:

i. Reacomodamos términos x2 + 2x + y? + 4y = -8,
ii. Completamos trinomios cuadrados perfectos en las variables x y vy,
X2 +2x+1% +y? +4y+22 =—8+1% + 22,
iii. Factorizamos los trinomios cuadrados perfectos,
(x+1)*+(y+2 ) =-3,entonces, C(—1,-2 )y r=-/-3,
No se cumple la condicién r >0, +/—1, por tanto, no representa un nimero real.
I
c. La ecuacion x® +y? +6y+9=0 representa una “circunferencia puntual’ (0 un punto) en el
plano cartesiano.
Si x2+y?+6y+9=0, entonces D=0, E=6 y F =9, por tanto,

2 2 2 2
B 4 E —F = 9 + § -9=0
2 2 2 2
|

d. x? +y? —4x—4y+8=0, corresponde a una circunferencia puntual, veamos la razon:
i. Reacomodamos términos x? —4x + y? —4y = -8,
ii. Completamos trinomios cuadrados perfectos en las variables x y vy,

X2 —4x+2% +y? —4y+2% =_8+22 427,
ii. Factorizamos los trinomios cuadrados perfectos,

(x=2Y+(y-2)Y=0,asiC(2,2)yr=0
Puesto que r =0, la “circunferencia es equivalente al punto C( 2,2 )
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/ SECCION 5.1
EJERCICIOS 1

1. Obtén la ecuacion cartesiana y la ecuacion general

a. La circunferencia con centroen C( 0,0 ) yradio r =-/3
b. La circunferencia con centroen C ('3, —1) yradio r =5
c. La circunferencia con centroen C( 2, —2 ) yradio r =2

d. La circunferencia con centro en C( 0, ; ) y radio r = g
2. Obtén el centro, el radio y la ecuacion general.
a (x-2)P+(y-1) =2

b. (x+1) +y*=4
c. (x—1)2+( y+;j2 :(;]Z
d. ( x+2)2+( y—i}z =3?

3. Calcula: la ecuacion cartesiana, el centro y el radio.
a. x> +y?+6x+4y—-36=0

b. x> +y® —2x+6y—54=0

c. X +y?-5x-15=0

1 10
d x> +y*—"x—y-—"=0
y 3 Y 9
2 2 1 3 1
e X +y " ——-X-—-y-—=0
y 2 4y 4

4. |dentifica las ecuaciones que corresponden a circunferencias.

a. x?+y?—-4x+12=0

b. x2+y?+2x—-2y—-2=0¢c. x> +y?-6y+6=0

d. x?+y?+2x-3y—-6=0
'

Tratemos otros problemas que involucran a la circunferencia.
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(?J EJEMPLO 6. INTERSECCION CON CIRCUNFERENCIAS

1. Obtén los puntos de interseccién.
a. La circunferencia

(x+1Y +(y+1)*=5
con la linea recta con 2x—y—-4=0

i. La circunferencia y la linea recta tienen
asociado el sistema de ecuaciones:

{(x+1)2+(y+1)2:5 - E

2x—-y=4 R =P
ii. De E, despejamos y, obtenemos
y=2x-4 --- Ej.
iii. Sustituimos

y=2x-4 --- E;en E},
luego ( x+1 ) +(2x—3 ) =5
iv. El desarrollo y simplificacion de
(x+1)*+(2x-3) =5

b. Las curvas asociadas a
(x—2Y+y?=4yx+y-4=0
i. Les asociamos el sistema de ecuaciones,
{(X—z V+y?=4 - E
X+y=4 R =P
ii. De E, obtenemos y=-x+4 --- E;.
iii. Sustituyamos y =—x+4 --- E;enla
ecuacion E;, (x—2 ) +(-x+4) =4
iv. Desarrollamos y simplificamos
(x=2)*+(—-x+4 ) =4, obtenemos,
x*> —6x+8=0, 0 bien,
(x—2 ) x—4)=0, entonces
X =2YX,=4

da x> —2x+1=0, entonces, x=1

v. La ordenada del punto de interseccion la

obtenemos sustituyendo x =1 en

y=2x-4 --- E;,entonces, y =-2

El Unico punto de interseccion de

(x+1) +(y+1)° =5y 2x-y-4=0
es 1(1,-2)

N/,

|
v. Obtenemos las ordenadas de los puntos

de interseccion, sustituimos x, =2y x, =4
en

y=—X+4 --- E;
portanto, y, =2y y, =0
Los puntos de interseccion entre las curvas
son

|1(2’2)y |2(4’0)

YA

c. De la circunferencia de ecuacion x? + y? = 5 y la parabola con ecuacion 4x* —12y —3=0
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i. Multiplicamos la ecuacion de la circunferencia por — 4 , obtenemos, —4x? —4y? =—10
ii. Sumamos la ecuacion obtenida en i. la ecuacion de la parabola y simplificamos,
—4y? —12y+7=0,0bien, 4y? +12y—-7=0

iii. Las soluciones de 4y? +12y —7 =0 son (.3 1 v 31
1 7 27 2)7 272
Y1 = 5 Y'Y, = 2 Y,

iv. En la ecuacién de la circunferencia: 2
Siy= —; , entonces, x* = —?f (sin solucion). y
. 1 > 9 .
Si y ==, entonces, x° = —, 0 bien, 0
y 2 4 - > >
o 3y x2?
2 2

(
\

v. Entonces, los puntos de interseccion son: 2
|
d. Entre las circunferencias con v. Los puntos de interseccidbn de las
ecuaciones circunferencias son:
x> +y?=8y(x-4)+y?=8 1(2,-2)y1,(2,2)
i. De la primera ecuacion despejamos y?, v
A
obtenemos y? =8— x>
ii. Sustituimos y? =8—x? en 2
(x—4)* +8—x* =8, entonces,
- >
-8x+16=0 2 4 6 X
iii. Con ,—8x +16 =0 obtenemos x =2
iv. Sustituimos x =2 la ecuacidn obtenida
eni, y>=4,asi y,=-2yy,=2
—
| ]

/ SECCION 5.1
EJERCICIOS 2

1. En caso de existir, obtén los puntos de interseccion.
a. La circunferencia x? + y? =4 con lalinearectacon y = 2x+2

b. La circunferencia ( x—1)* +y® =8 conlalinearectacon x+y—-5=0

c. La circunferencia x? + y? = g con la parabola 4y? —12x—-3=0
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. . 2 2 . 2
d. La circunferencia ( x—1 )°* +( y—2 )° =4 conlaparabola x> —2x -4y +5=0

1) 25
e. Las circunferencias ( x—1)* +y? =4y ( X+ j +y?= o

Ix2+y? = 2 y la parabola con ecuacion 4y? —12x—3=0

f. Las circunferencias ( x—1 ) +(y—-2 ¥ =4y (x-2 Y +(y-1)* =5
I —————————

?J EJEMPLO 7. OTROS PROBLEMAS CON CIRCUNFERENCIAS

1.
a. El radio de la circunferencia con centro 0 bien,
enelpunto C(2, -2) x2 +y? —4x+6y+8=0
y que contiene al punto p( 1, 1) tiene
longitud Ya
r=d(p,F)=/(1-2V+(1-(-2)) | 2
= /10 -2 //’2\4 >

entonces, su ecuacion cartesiana es
(x=2)+(y+2) =10 2 ¢
La ecuacién general se obtiene desarrollando los
binomios y reacomodando términos, entonces,
X —4x+4+y? —4y+4=0,

|

b. Los extremos del diametro de una Desarrollando los binomios y reacomodando
circunferencia son los puntos p,(2,0)y términos,

p,(2,-2), entonces, su centro es el X? —4x+4+y® +2y+1-1=0, 0 bien,
punto medio del segmento de recta que X2 +y2 —4x+2y+4=0
definen los puntos anteriores, Ya

o225 e e :
0 1 X

Radio r=-/(2-2 ) +(-1-0 }? =1

unidades. -1

Por tanto, su ecuacion cartesiana es
(x=2 )P +(y+1) =1
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1Y 5 ) 15
c. EL centro de la circunferencia con ecuacion ( X — 3 ) +( y 5 j =2,esC ( 33 j por

tanto, la ecuacion cartesiana de la circunferencia concéntrica a ella con radio r = -/3 es

(+1](-3) -

2 2 1 2 25 2 , 2 79
X“——X+-4+y“-5y+———-3=0,luego x“+y“ - _—x-5y—-—=0
3 9 Y y 4 J Y 3 y 36
I
d. Tres puntos no colineales determinan una circunferencia, los puntos p, (0, 0), p,(4,0)y

p3( 2, 1) satisfacen las ecuaciones (cartesiana y general) de la circunferencia, en este caso

Ecuacion general,

utilicemos la ecuacién x* +y? + Dx + Ey + F =0 (general):
i.Si p, (0, 0),entonces, (0)*+(0)+D(0)+E(0)+F=0 = F=0
ii.Si p,(4,0),entonces, (4 )*+(0)+D(4)+E(0)+F=0 = 4D+F+16=0
iii. Si p; (2, 1), entonces, (2 )*+(1)+D(2)+E(1)+F=0 = 2D+E+F=-5
iv. Por i.,, F =0, sustituyendo en la ecuacion del
inciso ii., obtenemos:

4D+(0)+16=0,0bien, D =—4
v. Puesto que D=-4y F =0, al sustituirlos en la
ecuacion del inciso iii. obtenemos:

2(-4)+E+0=-5,0bien, E=3
SiF=0,D=—4yE=3en

x> +y?+Dx+Ey+F=0 =

x?+y? —4x+3y =0

2
La forma cartesiana es ( x—2 )? +( y+2} ==

/ SECCION 5.1
EJERCICIOS 3
1. Obtén la ecuacion general de la circunferencia.
a. Centro en el punto C(1, —3 )y que contiene al punto P( 0, 3) x> +y? —3x+6y =0

b. Diametro con extremos en los puntos P(1, 2 )y Q( -1, -4 ) x* +y?-2x-25=0
c. Contiene los puntos P(0,0), Q(4,0)y R(0, =2 ) x*+y*—4x+2y =0
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(?J EJEMPLO 8. CIRCUNFERENCIAS PUNTUALES Y CIRCUNFERENCIAS IMAGINARIAS
1.

a. Una circunferencia tiene centroen C( -4, —1) x2+y2 +6x+2y+1=0
y es tangente al eje de las ordenadas determina sus Ya
ecuaciones.
La figura muestra que su radio mide r =4 2
Ecuacion cartesiana es

(x—(=4))Y+(y—(-1)) =42, obien, ’X

(x+4 )P +(y+1) =16

Ecuacion general,

X% +6x+9+y%+2y+1-9=0, entonces

|

b. ECUACION DE UNA CIRCUNFERENCIA TANGENTE A UNA LINEA RECTA
La circunferencia con centro en C(1,1) y

tangente a la linea recta ecuacién 4x+3y+3=0,
tiene radio con longitud

:\41)+J1)+3\:E9:2 2 .

Ja? 132 5 .
por tanto, su ecuacion ordinaria es >
(x-1P+(y-1)y =22, 2 v X
tiene ecuacion general \
x?+y?—2x—-2y-2=0 )

Y

r=d(F, L)

c. LINEA RECTA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA.

Obtén la ecuacién de la linea recta tangente a la circunferencia x? + y?> —2x—2y—2=0 en el
punto T (3, —1).

La forma cartesiana de ecuacioén de la circunferencia es YA

4

(x—1f+(y-1y =8y C(1,1)eselcentro.
La ecuacién de la recta que contiene al radio tiene

-1-1 C
endiente m = =1, por tanto, la linea recta ®
p 13 p /'>
tangente que contiene al punto es -ZQ 2 4 X

y—(-1)=1x-3); >
forma general i

X—y—-4=0
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/ SECCION 5.1
EJERCICIOS 4

1. Obtén la ecuacion general de la circunferencia.
a.Centroen C (3, 4 )y tangente al eje las abscisas.

b. Centroen C (2, 0 ) y tangente a la linea recta con ecuacion x —y +2 =0
c.Centroen C ( 4,1 ) y tangente a la linea recta con ecuacion x—y+2=0



9.2 LA ELIPSE, SUS ECUACIONES Y

APRENDIZAJES

EL ALUMNO:

5. Obtiene la definicion de elipse como lugar geométrico e identifica
sus elementos.

6. Obtiene la ecuacion cartesiana de una elipse con ejes focales pa-
ra lelos a los ejes cartesianos.

7. Reconoce los tipos diferentes de simetrias de la elipse.

8. Identifica el papel de los parametros a, b y ¢ en la grafica de la
elipse y los emplea en su construccion.

9. Determina los elementos de la elipse transformando la ecuacion
general a su forma ordinaria.

10. Resuelve problemas geométricos y en otros contextos.
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Una elipse es el lugar geométrico del plano cartesiano formando por el conjunto de puntos P
tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos F, y F, es constante, la figura 1. muestra la
generacion de una elipse.

F,PyF,P,esdecr,d(F, P)+d(F, ,P)=k

FIGURA 1.

Formalmente:

DEFINICION 1. (ELIPSE COMO LUGAR GEOMETRICO)

a. El lugar geométrico formado por el conjunto de puntos en el plano cartesiano, tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos (también en el plano cartesiano) es constante se conoce como
elipse.

b. Los puntos fijos se llaman focos.

c. Silos puntos F;, F, sonlos focosy P es un punto de la elipse, entonces,

d(F,P)+d(F,,P)=k

Elementos de una elipse:
i. Eje focal, la linea recta que contiene a los focos F, y F,

ii. Vértices, los puntos comunes entre el eje focal y la elipse, V; y V,

iii. Centro C, el punto medio de cualquiera de los segmentos rectilineos FF, o V,V,
D p

> vérticevértice
F R ) e Vi Va
focal

FIGURA 2.

iv. Eje mayor, segmento rectilineo con extremos en los vértices V, y V,, se puede justificar que su
longitud es 2a
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v. Eje menor, segmento rectilineo con extremos en la elipse, perpendicular al eje mayor y contiene
al centro se le asigna longitud 2b

eje
mayor

"""
Y
.
.
R
o

FIGURA 3.

p distancia
vi. El segmento rectilineo CF, se llama

parametro, su longitud es la semi distancia
focal y le asignaremos el valor de c. La
distancia focal es la longitud del segmento
rectilineo con extremos en los focos, se le
asigna longitud 2c

FIGURA 4.

Las longitudes de los segmentos rectilineos:
i. Semiejes mayores V,C y F,C (cada uno con
longitud a).
ii. Segmentos rectilineos F,C y F,C (cada uno
con longitud c). Vi \Z
iii. Semiejes menores (cada uno con longitud b ),
se vinculan mediante el teorema de Pitagoras,

2 2 2
a”=h"+c FIGURA 5.

]  EJEMPLO1. DEFINICION Y ELEMENTOS DE LA ELIPSE
1.
a. El punto p( X, y) se desplaza (en el plano cartesiano) de manera que la suma de sus
distancias a los puntos fijos F, (0,0 )y F, (4,0 ) es 10 unidades, entonces,
i. La condicion que describe el desplazamiento del punto es

J( x—0 f +y? +X/( x—4 ¥ +y? =10

ii. La curva descrita es una elipse con eje focal horizontal (eje de las abscisas), la longitud del eje
mayor es 2a =10, entonces, a=5

iii. La elipse tiene centro en el punto medio de los focos, entonces, C ( O+24 , O;O J =C(2,0)
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iv. La distancia focal es 2c =4 unidades, por tanto, ¢ =2
v. Con la ecuacion a® =b? +c? obtenemos la longitud del semieje menor, 5% =b? + 22, entonces
b =-/21 unidades.
—
| | | |

La figura 6. muestra los elementos de una elipse con eje focal horizontal.

Y
A
R(he.k)—— 7 —— R(h+c k)
9 Y G SRS s V,(h+a,k)
Vi(h-a k) | |
| |
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| |
1 | >
0 h-a h h+a X

FIGURA 6.
1.Centro C (h,k )
2.Focos F, (h—c,k )y F, (h+c,k)
3. Vértices V, (h—a,k )yV, (h+a,k)
4. Longitud del semieje mayor a

5. Longitud del semieje menor b
6. Parametro (semi longitud focal) ¢

7. a2 =b? +¢?

EJE FOCAL VERTICAL
YA
1.Centro C (h,k ) k+a
2. Focos F(h k+c) -
F,(h,k—c)yF,(h,k+c)
3. Vértices
V,(h,k-a)yV,(h,k+a) )
4. Longitud del semieje mayor a
5. Longitud del semieje menor b
6. Parametro (semi longitud focal) ¢
7. a2 =p? 4+ c2 F(h, k-c).=
k-a
0

FIGURAT.

La inclusion de los elementos de la elipse en la condicion que la define como lugar geométrico y
un desarrollo algebraico adecuado conducen a la propiedad:
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PROPIEDAD 1. (ECUACION CARTESIANA DE UNA ELIPSE)

Sea una elipse con centro en C ( h, k ) eje mayor de longitud 2a, eje menor con longitud 2b
(donde a >b > 0), entonces:
2 2
(x-h ) (y—kF |

a’ b?
2 2
(- ¥ (y-kF _,

b? a’

a. Ecuacién cartesiana de la elipse con eje focal horizontal

b. Ecuacién cartesiana de la elipse con eje focal vertical

El desarrollo, reacomodo y re nombramiento de los coeficientes de las variables x e y de las
ecuaciones cartesianas se simplifican en la ecuacion general de la elipse.

DEFINICION 2. (ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE)

Ecuacidn general de la elipse:

2 2
AX? +By? + Dx+Ey+F =0, tal que, A>0, B>0, A B yi)A+zle;_F=0

9]  EJEMPLO2. TRANSITO ENTRE ECUACIONES DE LA ELIPSE

1. Obtén la forma general y orientacion del eje focal.

2 2
(x+1) LY

a. Rescribamos = =1 en la forma general.
3? 2°

i. Multiplicamos por (32 X 2? ) (producto de los denominadores) todos los términos de la ecuacion

X+1 ) 2
(32 22 ) (5 S22 )2, = (3 2 )
Simplificamos, 4( x+1 ) +(9 X 4 )y?=(9 X 4)
Desarrollamos el cuadrado del binomio y los productos correspondientes
a( x? +2x+1 f +36y2 =36 < 4x +8x+4+36y2 =36
Reacomodamos términos y simplificamos 4x? +36y? +8x —32 =0

ii. El denominador mayor pertenece a la variable x, por tanto, su eje focal es la linea recta con
ecuaciéon y =0 (horizontal).

3] )

i. La rescribimos con divisores enteros,
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(4)2£ X—§j2+8;z( y+jj2 =1 < 16( x—§j2+i( y+jj2 =1

2 2
Multipliquemos toda la ecuacion por 4, 64( X —2 j + 9( y +i j =4

El desarrollo de los binomios es: 64( x? —:x + 3 j+ 9( y2 + gy + 196 j =4, es decir,

64x° —2:5)’6x+2956+9y2+227y+fé—4=0,0bien,

64x? +9y? —@x+2—7y+74249 =0
3 2 144

ii. El eje focal es vertical y pertenece a la linea recta con ecuacion x = 3

2. Obtén la forma cartesiana.
a. 3x? +2y® +8y—22=0
i. La rescribimos en la forma 3x? + 2y? +8y = 22
ii. En los términos con la variable y factorizamos el coeficiente del término cuadratico
3x? +2( y2 +ay )=22
iii. Completamos el trinomio cuadrado perfecto en la variable y, y luego lo escribimos como el
cuadrado de un binomio
37 +2(y2+4y+4-4)=22 <32 +2(y+2 f =8+22 = 3x*+2(y+2 ) =30

2 2 2 2
iv. Dividimos toda la ecuacion por 30, 3 + 2( y+2 ) =1, o bien, X 5+ ( y+2 )2 =1
30 30 (o) (.5)

v. El denominador mas grande se encuentra debajo de la variable y, por tanto, su eje focal es
vertical y forma parte de la linea recta con ecuacién x=0

b. Para escribir x? +4y? —2x—24y—33=0:
i. Reordenamos los términos de la ecuacion en la forma x* —2x+4y? —24y+33=0
ii. Factorizamos los coeficientes de los términos cuadraticos, ( x> —2x )+ 4( y2 -6y )+ 33=0
y completamos trinomios cuadrados perfectos y posteriormente los factorizamos,
((x-1)-12 )+4((y-3)? -3 J+33=0,
entonces, ( x—1)* -1 +4(y-3 ) -4-3°+33=0< (x-1 ) +4(y-3) =4
2 2
A
iii. je focal es horizontal y forma parte de la linea recta con ecuacion y =3

Dividimos la Ultima ecuacion por 4,
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En el ejemplo 3., ten en cuenta:
i. El centro de la elipse es el punto medio del segmento rectilineo con extremos en los vértices V, y

V,, 0 el punto medio del segmento rectilineo con extremos en los focos F, y F,
iii. Las longitudes: a (semieje mayor), b (semieje menor), ¢ (distancia focal) se relacionan con la
ecuacion a® =bh? +c? (Teorema de Pitagoras).

?J EJEMPLO 3. ELEMENTOS DE LA ELIPSE A PARTIR DE SUS ECUACIONES

1. Obtén los elementos de la elipse (centro, longitud de los semiejes, semi longitud focal, focos,
vértices, ecuacion general y trazala.

(x-1 )2 (y-1 )2 ii. De la posicion de los denominadores tenemos
+ =1
72 247 a=7yb=+24
} iii. Parametro (semi longitud focal) ¢
4 72 =.24° +¢?, < c=5
5 iv. Focos
F,(h-c,k)=F (1-5,1)=F (-4,1)
VY C 2 1y F,(h+c,k)=F,(1+5,1)=F,(6,1)
> . Vértices
6\ -3 0 4 g X V. Ve
V,(h-a,k )=V, (1-7,1)=V,(-6,1)
V, (h+a,k )=V, (1+7,1)_v2 (8,1)
-5 vi. Desarrollando y rescribiendo la ecuacidn
Comparamos con cartesiana:
2 2 2 2
(x=h) +(y—k) _1. y obtenemos: | 24( x-1)* +49( y-1) =1176,
a b2 o bien,
i.Centro C(h,k )=C(1,1) 24x% +49y® + 48x —98y —1103=0
|
b(x+2)2+(y—2)2_1 iv.Focos:F(h k—c) 1( 2,2—\7)
' \EZ 22 (h k+c 2(—2 2+()
Comparamos con v. Vértices: V, (h, ): 1( 2,2-2)
(x=h) (y-k) (h, k+a V,(-2,2+2)
+ =1, y
b2 a2 A
obtenemos:
i.Centro C(h,k )=C(-2,2) 3
ii. Longitud de los semiejes
a=2yb=.2 2
iii. Pardmetro (semi longitud focal) 1
c,22=/2"+c?ec=42 1
ol ™ X

vi. Con la ecuacion cartesiana obtenemos,
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A x+2 P +2(y-2Y =8 2x* +y* +8x—4y+6=0

—
(x-1 )2 . (y+2 )2 1 ii. Nota la posicion del denominador mayor, entonces
3 6 a a=-/6 y b=x/§
YA v iii. Parametro (semi longitud focal) ¢, de
2\ 2 2 5
”F >X \/6 :'\/§ +C ’
! ? 3 obtenemos ¢ = +/3
iv. Focos
F(h.k-c)=F(1,-2-3)
F,(k,h+c)=F,(1,-2+.3)
v. Vértices
V, (h,k-a)=V, (1,-2--/6 )=V, (1,-2-/6 )

V, (h,k+a)=V, (1,-2+6 )=V, (1,-2+/6 )
vi. Con un desarrollo algebraico y rescritura de la ecuacion
cartesiana obtenemos

(x=h)" (y=k) _,. 6(x—1Y+3(y+2 =18,

2 2
, b a entonces,
i. Centro

C(h,k)=C(1,-2).

De la comparacion con

2x% +y? —4x+4y=0

—
2. Obtén todos los elementos de la elipse (centro, longitud de los semiejes, semi longitud focal, focos,
vértices ecuacion cartesiana) y traza la grafica.

a. 3x?+9y? -27=0 v. Focos
i, Si 3x% +9y2 —27 =0, R (h-c,k)=F (0-/6,0)-F(-6,0)
entonces, F2(h+c,k):F2(0+x£,0)=F2(x6,0)
x2+3y2=9, vi. Vértices
dividimos todos los términos por 9 y Vi ( h—a,k ):V1(0_3’ 0 ):Vl(_3’ 0)
obtenemos V,(h+a,k )=V, (0+3,0)=V,(3,0)
2 2 2 2 Y
X—+y—:l,obien,x—2+y——1 A

9 3 2 3%
ii. Centro K ‘\
F(h,k)=F(0,0) vif R C B\,
iii. De los denominadores, B\ 2 0 2 Ja7X
a=3yb=-/3.
iv. Pardmetro (semi longitud focal) ¢,

32-.3"+ct ec=/6
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b. 4x? +9y® —8x-36y-104=0 iv. Parametro (semi longitud focal) ¢, de
i. Forma cartesiana, si 62 =4%+c?,
4x2 +9y? —8x—36y-104=0, obtenemos,

entonces
4x* —8x+9y? —36y =104,
4(x2 —2X )+9( y2 -4y ):104,
a(x? —2x+1-1 )+ 9( y2 —4y+4-4 )=104,
A x-1)F-4+9(y—-2) -36=104,
4 x-1)P+9(y-2) =144,

0 bien
2 2
(x—21) +(y—22) =1 v. Focos
i ° * R (h-c,k)=F (1--20,2)
ii. Centro
R (h,k)=FR(1,2) F, (h+c,k)=F,(1+/20,2)

iii. De los denominadores vi. Vertices
| ’ V, (h—a,k )=V, (1-6,2)=V, (~5,2)

a=6yb=4
! V, (h+a,k)=V,(1+6,2)=V,(5,2)
. ]
c. 9x% +y® +36x—6y+36=0 vi. Vértices
i. Forma cartesiana, si Vi (h,k-a)=V;(-2,3-3)=V,(-2,0)
9x% + y? +36x—6Yy+36 =0, entonces, V, (h k+a)=V,(-2,3+3)=V,(-2,6)

9x* +36x+y? -6y =-36,
9(x2+4x+4—4)+y2—6y+9—9=—36, c 6
9 x+2 ¥ —36+(y-3)-9=-36,
9 x+2)+(y-3)F=9y

(x+2)2+(y—3)2:1 .
12 32
Cc
i.Centro C(h,k )=C(-2,3) [ L&

iii. De los denominadores, a=3y b=1

iv. Parametro (semi longitud focal) c, 2
de 3% =1% +¢?, obtenemos ¢ = /8
v. Focos, E
F(h,k—c)=F(-2,3-/8) 4
F,(h,k+c)=F,(-2,3+.8) -4 Vi 0
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SECCION 5.2

EJERCICIOS 1

1. Obtén los elementos de la elipse (centro, longitud de los semiejes, semi longitud focal, focos,
vértices, ecuacion general.

2 2 2 2

Xy (x=4) (y+2) _
a. ?+?_1 e. 32 + 2 =1
b, ﬁ+(y—2)2 1 f. 2x2+3y?-6=0

3 4?2 9. X*+9y* +4x-5=0

2 2
. (X+22) +Y 1 h. 4x%+y? —-8x—2y+4=0
NV i, 2x% +5y2 —4x—-10y-13=0

d. (X;s) +(y2—21) =1 jo 2x2 +y? +12x -4y +18=0

En la resolucion del ejemplo 4. tuvimos en cuenta:
i. Si el binomio del denominador al cuadrado en la variable x es mayor que el denominador en la
variable v, el eje focal de la elipse es horizontal, en caso contrario es vertical.

ii. Las longitudes: a (del semieje mayor), b (semieje menor), ¢ (semi distancia focal) se relacion

con la ecuacién a? =b? +c?
iii. Los focos se encuentran a ¢ unidades del centro y los vértices a a unidades del centro.

(?J EJEMPLO 4. ECUACIONES DE LA ELIPSE A PARTIR DE CIERTOS ELEMENTOS

1. Obtén los elementos restantes y las ecuaciones de la elipse, trazala.

a. Con vértices V, (—=3,0),V,(3,0)y longitud v.La ecuacion cartesiana es
del semieje menor b = /3 x* N y’ 1

i. El centro es el punto medio del segmento 32 J3 2

rectilineo con extremos en los vértices vi. Multiplicamos por 9 los términos de la
c(h,k )=C( -3+3 0+0 jz F, (0,0) ecuacionylos reacomodamos,

2 x2 +3y?2-9=0
ii. a=d(F,,V, )=3 v
ii. Parametro (semi longitud focal) c, de -
32 = /3% +¢2 obtenemos ¢ = /6
iv. Focos: \A 1:12 C 25 vV
Fl(h—c,k)=F1(0—%,0)=F1(—x6,0) ° X
F, (h+c.k)=F, (0+6,0)=F, (/6,0)
-2



b. F(0,-2),C(0,2)ya=-8

i. El centro es el punto medio del segmento

rectilineo con extremos en los focos
C(h,k)=c(%,22)=c(0,0)

ii. Parametro (semi longitud focal) ¢

obtenemos calculando la distancia entre el centro

C(0,0)

y cualquiera de los focos, digamos F, (0,2 ),

entonces c=d (C, F, )=2

iii. Longitud del semieje menor b, de

/8% =b? 422,
obtenemos, 8 =b? + 4,
0 bien,
b=2
iv. Vértices
V; (h,k-a)=V, (0,-8)
V, (h.k+a)=V,(0,.8)

¢.Cc(3,1), R (3-/5,1)y
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2

X 2
v. Por tanto, — +
92

y

\/52

vi. Multiplicamos por 8 los términos de la

=1

ecuacién anterior, y posteriormente, los
reacomodamos
(8)% +(8) Y, =(8)1)
8)—-+(8)2.=(8)1),
22 @2
o bien, 2x? +y*-8=0
"a
&\
I:2
1
C
T o 1 B X
-1
R
= V]
—

iv. Vértice uno,

V, (h—a,k )=V, (3-2,1)=V,(1,1)

Vs ( 5.1 ) v. Por tanto, la ecuacion cartesiana de la elipse es

Nota que los elementos anteriores se 2 2
encuentran sobre la linea horizontal (x _23 ) 4 (y _12) =1
con ecuacion y =1, por tanto, 2 ( 3 )

el eje focal es horizontal.

ic=d(F.C)= /"y
a=d(C,V, )=2
ii. Longitud del semieje menor b, de

vi. Multiplicamos por 4 los términos de la ecuacidn
anterior, y posteriormente, los reacomodamos

(x-3) y‘il)zz(“(l)

()P

2

22=b2+\/EZ 4=p%+ Eob_l :>(X—3)2+(16)(y—1)2=4,obteniendo
4 4 2 X2 +16y2 —6x—32y+21=0
iii. Foco dos, v
(e k)=RaeB) WCD%
0| 1 3 5>X
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d F (0 27 ) F, (0 2447 ) y vi. Multiplicamos por 144 los términos de la
b=3 ecuacion anterior, 16x2 +9( y—2 )* =144
i. El centro es el punto medio del segmento Desarrollando los productos y
rectilineo que definen los focos, éste es reacomodando términos obtenemos,
R (0,2) 16x2 +9y? — 36y —108 =0,
ii. La distancia entre el centro y cualquiera de los ecuacion general.
focoses ¢ = /7 Y‘V
iii. La longitud del semieje mayor la calculamos 2
conb=3yc=xﬁ, E

2
entonces, a2 =32+./7-,0bien, a=4

iv. Vértices
V,(h,k-a)=V;(0,2-4)=V,(0,-2)
V,(h,k+a)=V,(0,2+4)=V,(0,6)

C
v. La elipse tiene ecuacion cartesiana Q y
2 I RY:
¥ (y-2)°

> x
32 42 Vv,
|
| ]
/ SECCION 5.2
EJERCICIOS 3
1. Obtén la ecuacién cartesiana y la ecuacion general.
a. F(0,-1),F(0,1)ya=-/3. b. V,(-3,-2),V,(3,-2)yb=2.
c. C(3,0),Vv,(3,-4),F, (3@) d. Eje focal horizontal, a=3, c=/5y

c(-1,1)

e. C(-4,-2), F(-4-B,-2)yv,(-1,-2)

. F(1,-2-3),F(1,-2+3)ya=8 g V,(-7,-2),V,(-1,-2)y
F(-4+7,-2)

Con elipses se pueden tratar y modelas ciertas situaciones, veamos algunas.

En la figura 8., “la elipse E con: focos en F; y | Djsectrizdel angulo
F,, punto de tangencia p; con la linea recta
T ; la linea recta N bisectriz del angulo
ZF, p; F, es perpendicular a la linea recta
T

FIGURA 8.
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Un proceso algebraico, basado en la propiedad anterior, conduce a la siguiente propiedad.

PROPIEDAD 2. (Linearecta tangente a una elipse)

Sea laelipse E concentroen C (h , k )y punto de tangencia p; ( %; , y; ) conlalinea recta
(no vertical) T ,entonces, la ecuacion de T :

(x=h X % —=h) (y—k )X yr —k)

a. 5 + 2 =1 (E con eje focal horizontal).
a

b. (y-k XZyT —k )+(X_h )k()zXT —h ):1 (E con eje focal vertical).
a

(?J EJEMPLO 5. LINEA RECTA TANGENTE A UNA ELIPSE

1. Calcula la ecuacion general de la linea recta tangentes a la elipse.

—2 ) y? -2 ) 1-2 ~0 ) +/3/2-0
a. (x-2) 22) +y—2:1, en el punto (x )(2 )+(y )( ;f/ )=1,

2 1 2 1

or (1, 3/2) por tanto,
i. La figura de la derecha muestra la X—23y+2=0
elipse y la linea recta tangente se muestra Y A
en la figura: y
ii. Sustituimos C (2, 0), x; =1 1 4
yyr =-/3/2 el -
en la propiedad 1.a., obtenemos, 0 t 2z 3
-1
|
(ys1f  (x-1F obien

i. El centro en de la elipse es C (1, —1), el eje focal A

es vertical, la linea recta se muestra en la figura de la
recha.

1
/
i.Con C(1,-1), % =2, yy =-1-4/2 (
3

y la propiedad 1.b. obtenemos
( y+1)(—1—ﬁ+1)+ (x-1) 2-1)

:1,
4 2

Las elipses también satisfacen la propiedad 3.
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PROPIEDAD 3. (PROPIEDAD REFLECTORA DE LA ELIPSE)

La linea recta tangente a una elipse en el punto p; genera angulos congruentes con los segmentos
de recta que contienena p; y a uno de los focos.

linea recta
~ normal

En la figura 9., la linea recta tangente en el
punto p; biseca a los angulos con vértice en
pr ., lados en la tangente T y en el rayo, es

: _ linea recta
decir mZf =mZLa R /R tangente

FIGURA 9.

(?J EJEMPLO 5. PROPIEDAD REFLECTORA DE LA ELIPSE

a. Una “galerias de murmullos” consiste en una habitacién en que el techo es un semi elipsoide. Si
una persona se coloca en uno de los focos de la semi elipse (seccion transversal del semi elipsoide)
y emite un sonido, este sonido sera escuchado por otra persona que se encuentra en el otro foco de
la semi elipse. La figura muestra una seccién longitudinal de cuarto con techo eliptico perteneciente
a una “galeria de murmullos”. ;Donde deben ubicarse los focos en el salén?

YA
Pr
6
/ metros
2 [ >
metros I R 0 5 I
15 metros

i. Coloquemos la semi elipse al plano cartesiano de forma que el origen coincida con el centro de la
elipse y el eje mayor coincida con el eje X.
ii. Notemos que b=6y 2a=15,0bien a=7.5
iii. De a® =b? +c?, obtenemos 7.5 =62 +c?, es decir, c=4.5
iv. Por tanto, los focos deben estar en los puntos F;, (-4.5,0)y F, (4.5,0)
|

b. Una mesa de billar tiene forma eliptica, su parte mas larga mide 2.8 metros y la mas ancha mide
1.8 metros. Calcula las coordenadas de los dos puntos en la mesa tales que, si en ambos puntos se
coloca una bola y luego, una de ellas se golpea con la fuerza adecuada para que luego de golpear el
borde de la mesa golpee a la otra bola.

i. Referimos la mesa al plano cartesiano como lo muestra la figura.
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A
7\ «
/ < > 18
-14 0 = 147 X :
R 2 metros
¢
2.8 metros

ii.Con a=1.4, b=0.9 y a’ =b? +c?, obtenemos, ¢ =-/(1.4 ¥ —(0.9 ) =-/1.15
iii. Por tanto, los focos (posiciones de las bolas) estan en los puntos

F(-115,0)y R, (-215,0)

c. El arco de un puente es semi eliptico, su base mide 10 metros y su parte méas alta mide 4 metros.
Calcula la altura del arco a 2 metros del centro de la base.
i. La figura muestra una seccion a lo largo del puente y su referencia al plano cartesiano.

11117
4[
| !
S 0 5 X
10
X2 y2
ii. Portanto, a=5, b =4 yla ecuacién de la elipse que forma parte el arco es e + re =1
2 y2 y2 4
iii. Si x=2, entonces, —-+ = =1, por tanto, la altura del arco semielipticoes ~-=1-—,0
52 42 42 25
bien,
2
4 :
y—z =1- 64 , €s decir, y = ix 21 metros.
4 25 25
|

d. Un satélite recorre una 6rbita eliptica alrededor de la Tierra, misma que esta en un foco de la
orbita. La distancia maxima entre el satélite y la Tierra es 373 900 kilémetros y la minima 366 850
kilbmetros, Calcula la distancia entre la Tierra y el otro foco de la orbita y la ecuacion de la
trayectoria.

i. Figura muestra la trayectoria del satélite en el plano cartesiano.
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ii. Ten en cuenta que 2c =373900—366850 = 7050, la N

distancia entre la Tierra y el otro foco de su trayectoria es
2¢ = 7050 kilometros (¢ =3525).

iii. Longitud del semieje

mayor :a = 373900 — 3525 = 370375 kilometros. QJ—VX

iv. Si a=370375 y ¢ =3525 kilometros, entonces,

b = +/370375% — 35252 = 370358.2252 kilometros.

La érbita tiene ecuacion distancia  distancia
2 2 minima maxima

’ 2T y 2 =
370375 370358.2252

/ SECCION 5.2
EJERCICIOS 3

1. Calcula la ecuacion de la linea recta tangente a la elipse.

2 2
a.i(x_z) +9 —1en PT[l,—fj

22 12

2 2
b. (yzl) +(X_21) =1,en P (1, —1+ﬁ).
c. 2x* +3y? -6y-3=0,en P (1, 3)

2. Se acondicioné salén de 20 metros de largo como “galeria de murmullos”. Los focos se
encuentran a 5 metros del centro. ; Qué altura tiene el techo en su parte central?

3. La entrada a una iglesia tiene forma de arco semieliptico, su base mide 2.4 metros y su altura
maxima 2.8 metros. A través de ella se pretenden introducir cajas de 1 metro de altura. ;Cual es el
ancho maximo que puede tener la cajas?

4. La orbita de Mercurio alrededor del Sol tiene forma eliptica, el Sol ocupa uno de los focos. Su
trayectoria tiene eje mayor con longitud 116 millones de kildmetros, y la longitud de su eje menor es
114 millones de kilémetros. Calcula la distancia minima vy la distancia méaxima entre Mercurio y el
Sol.

5. El arco de sostén de un puente es semieliptico, su longitud horizontal es 40 metros y su altura
mide 16 metros en su parte central. Calcula la altura que tiene el arco a 9 metros a la derecha o a
la izquierda del centro del arco.
!
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SECCION 5.1

EJERCICIOS 1 RESPUESTAS

1.

a. X2+y2=3 x2+y2_3=0
( ) (Y+1) —52yX2+y2—6x+2y 15=0
( ) (y+2)2—22yx +y2—4x+4y+4=0

4\ 15
d. x +[y— j :(?J yx2+y2—§y—5:0

2.a.r=2,C(2, )b.r=2,C(—1,0)c.r=;,C(1,—;j dr=3, c( 2

Wk

(x+3) +(y+2)y=72,C(-3,-2)yr=7

3.
b. (x-1y +(y+3)*=8%,C(1,-3)yr=8

4. a. No. b. Punto. c. circunferencia. d. circunferencia.

SECCION 5.1

EJERCICIOS 2 RESPUESTAS

_gjy|2(o,2) b. 1,(3,2) c.%é—i}y

d. x*-2x-4y+5=0 1,(-1,2) y 1,(3, 2)

e.ll(—g,—gjylz(o,z) £1,(4,0)y1,(0,0)

SECCION 5.1

EJERCICIOS 3 RESPUESTAS

1. a. x2+y?-3x+6y=0 b.x*+y?—-2x-25=0 ¢ x?+y®—4x+2y=0
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SECCION 5.1

EJERCICIOS 4 RESPUESTAS

1.a. x> +y*>—6x-8y+9=0 b.x*+y?>—4x-4=0 ¢ x*+y®>-8x—-2y+9=0

SECCION 5.2
EJERCICIOS 1 RESPUESTAS
2 2 2 DR 2 2
La XY g b X y=2) e X*2) v
9 3 2 4° 2 4
2 2 2 2
d (x-5+23) +(y;21) 1 e. (x;24) +(y122) =1 f 2x*+3y*-6=0
9. x?+9y? +4x-5=0 h. 4x? +y? -8x—2y+4=0
i. 2x% +5y? —4x—-10y-13=0 jo 2x% +y? +12x—4y+18=0

SECCION 5.2

EJERCICIOS 2 RESPUESTAS

2 2 2 2
+3;=1, 4x% +3y2 ~12=0 b. X9+(yJ;2):1,4x2+9y2+72y+108:0

2 2
3) +ZZ=1, 16x2 +4y? —96x+80 =0

>
||

2 2
(X;l) o y2—21) —1, 4x% +9y® +8x—18y —23=0

2
32 +(y1_22) =1, x> +9y® —8x+18y +43=0

2 2
f (X_Sl) +(y+82) =1, 8x* +5y% —16x+20y-12=0

2 2
q. (x+4) +(y+2) =1,2x*>+9y% +16x+18y+50=0

9 2
SECCION 5.2

EJERCICIOS 3 RESPUESTAS

—

. Calcula la ecuacion de la linea recta tangente a la elipse.

a. X+2/3y+2=0 b. 2x+-2y+-/2-6=0 ¢ x+y—-4=0
2.b=./(10 ¥ =(5)* =-/75 unidades. ~ 3. x= % metros.
4. 8+ /115 millones de kilometros. 5. 3/4-/319 metros.
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[ UNIDAD 5 EXAMEN

CONCEPTOS
1. ;Qué condiciones se deben cumplir en la ecuacion x?+y®+Dx+Ey+F =0 para
representar una circunferencia en el plano cartesiano?

2. Si una linea recta es tangente a un circunferencia, entonces, es

3. ; Cédmo se define una elipse como lugar geométrico?

4. ; Qué es un arco de elipse?

5. En una elipse la distancia focal disminuye, entonces, ¢ la elipse se aproxima a?

6. ; Qué relacion satisfacen los “parametros” a, by ¢ de una elipse?

7.Sea Ax? + By? + Dx + Ey+ F =0 la ecuacion de una elipse con eje focal vertical, ;quién es
mayor, Ao B?
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DESARROLLOS OPERATIVOS

8. Obtén el centro y el radio de la circunferencia la ecuacion general de la circunferencia que
contiene los puntos P, (0,0 ), P, (2,2)y P, (0,4).

9. Obtén la ecuacion general de la circunferencia con centro C (-2, 3 ) y tangente a la linea recta
con ecuacion 4x+y—20=0

10. Una elipse es tangente a los ejes coordenados en los puntos P, (5,0 )y P, (0,2 ), obtén
su ecuacion general.

11. Determina todos los elementos de la elipse con ecuacién 3x? + y? +12x -2y —14 =0

PARA PENSAR
12. Una elipse tiene focos en los puntos F;, (—3,0)y F, (3,0 ), un rayo emerge del primero

de ellos e incide en el punto interno de la elipse con abscisa x =1, calcula su longitud.
13. Calcula la ecuacion general de la circunferencia que es concéntrica e inscribe a la elipse

2 2
(x-2) Y
16 9

& Escan

Preguntas 1 a 8., un punto cada una.
Problemas 8. a 11. dos puntos cada uno.
Problemas 12. a 13. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 13 puntos

[ UNIDAD 5 SOLUCIONES AL EXAMEN

(][] e

2. Perpendicular al radio.

3. La curva formada por un punto (del plano cartesiano) que se desplaza de manera que su distancia
a dos puntos fijos (focos) del plano cartesiano es constante.

4. Seccion de la elipse limitada por dos de sus puntos

5. Una circunferencia.

6. a° =b? +¢?
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7. A

DESARROLLOS OPERATIVOS
8.C(2,0)yr=2.

9. x* +y?.2x+2y—-15=0

10. 4x% +25y? —40x—100y +100 =0
11.C(-2,1),a=3,b=-3,c=/6,V,(-2,-2),V,(-2.4), /,(-2,1-/6 ) y
F(-2,1+/6)

PARA PENSAR
12. 10 unidades.

13. x? +y? —4x-12=0.
s
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