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DEFINICION

Es el documento impreso o en linea elaborado para apoyar la preparacion de un examen
extraordinario, con base en el Programa de Estudio de la asignatura. Sera elaborado
colegiadamente y debera incluir: a) introduccion; b) instrucciones; c¢) presentacion de cada unidad,
indicando los conceptos clave; d) sugerencias de actividades de aprendizaje teérico-practicas; e)
autoevaluacion del aprendizaje con base en problemas y preguntas representativas de los
aprendizajes y f) fuentes consultadas que deberén presentarse en formato APA. Debe estar
aprobada por una instancia de Direccidn correspondiente y ser utilizada, por lo menos, en un periodo
de exdmenes.



INTRODUCCION

Esta obra documento tiene como propdsito guiar al estudiante (en particular a los estudiantes
del plantel Oriente) en la preparacion del examen extraordinario de la asignatura de Calculo
Diferencial e Integral I, que se imparte en el Colegio de Ciencias y Humanidades. La hemos
elaborado un grupo de profesores del Area de Matematicas del plantel Oriente del CCH que
compartimos el interés de apoyar a los alumnos que por una u otra razén adeuda la asignatura de
Célculo Diferencial e Integral Il. Su contenido se basa (y cubre) los aprendizajes y tematica
contenidos en el programa indicativo y vigente de la asignatura ya antes sefialada, también presenta
las caracteristicas que definen a una Guia para Examen Extraordinario en el Glosario de Términos
del Protocolo de equivalencias del Colegio.

Cada unidad se subdivide en tres secciones, la primera seccion de cada unidad tiene como
inicio los conceptos claves de toda la unidad, el proposito, los aprendizajes y tematica que trata, asi
como el desarrollo disciplinario y didactico. Utilizamos explicaciones tedricas formales, figuras y una
gran cantidad y diversidad de ejemplos practicos totalmente resueltos cuya lectura y analisis
permitira al alumno apropiarse de los conceptos y un uso correcto de los algoritmos y conocimientos
correspondientes. En su desarrollo disciplinario también proponemos un grupo de ejercicios con la
finalidad de que el alumno practique lo aprendido. En la tercera seccion el alumno encontrara las
soluciones de todos los ejercicios propuestos en las secciones 1y 2; incluye un examen de auto
evaluacion (con las soluciones) con el fin de que mida los conocimientos y las habilidades que
adquirié. En la parte final de la obra presentamos las referencias bibliograficas en que el estudiante
puede consultar los temas en los que desee profundizar; asimismo, esta obra puede ser de gran
utilidad y apoyo a los profesores que imparten cursos PAE en el, desarrollo de su labor, al
enriquecer o incrementar la complejidad de los ejercicios y contenidos abarcados en su quehacer
docente.

LOS AUTORES



INSTRUCCIONES

\ =

La Guia para el Examen Extraordinario de Calculo Diferencial e Integral Il ha sido escrita para
que la utilices como apoyo y/o complemento en tu preparacion para presentar el examen
extraordinario de la asignatura del mismo nombre; para que repases, y/o conozcas los conceptos
basicos y practiques a adecuadamente y a fondo los algoritmos de mayor representatividad en el
estudio del calculo a nivel bachillerato. Debes leer la seccion (o la parte que te interese) y reproducir
los ejemplos resueltos antes de intentar resolver los problemas y/o actividades que te proponemos.
Ten en cuenta que leer sobre matematicas dista bastante de leer otro tipo de documentos, tales
como una novela, un periodico o hasta libros de otras ramas del conocimiento. Regularmente las
secciones de textos de matematicas (de interés para el lector), se leen y se releen varias veces para
poder comprenderlas. Debes poner especial atencion a los ejemplos resueltos y reconstruir su
resolucion; utiliza lapiz y papel a medida que los leas y, a continuacidn, intenta resolver los ejercicios
propuesto en la seccion. Siguiendo estos consejos seguramente podras hacer tu tarea optimizando
el tiempo y avanzaras en la comprension de conceptos y habilidades en el uso de los algoritmos.

En un primer acercamiento a una unidad memoriza las definiciones y trata de comprender los
conceptos, sin embargo, no debes cometer el error de tratar como reglas los ejercicios resueltos que
contenidos. Las matematicas no son simples memorizaciones, sino que son el arte de modelar y
posteriormente resolver problemas, jno se ftrata de memorizar problemas resueltos! Para
comprender significativamente una unidad o un tema, debes modelar y resolver problemas, muchos
problemas; haz todos los que puedas, intenta escribir sus soluciones en una forma légica y
detalladamente, paso a paso. Por lo general, para resolver un problema en matematicas se realizan
varios intentos, jno te rindas ante ellos, si no puedes resolverlo en los primeros intentos! Los

primeros intentos en la resolucion de problemas se relacionan con su comprension y para ello se



tienen que leer varias veces y relacionarlo con lo que ya aprendiste en tus cursos previos de
matematicas y de los ejemplos resueltos de la guia. Lucha con cada problema hasta que lo
resuelvas; una vez que lo hayas hecho esto varias cuantas veces, comprenderas el papel de las
matematicas en los procesos mentales del aprendizaje.

Las respuestas de todos los ejercicios y a todas las preguntas de los exdmenes propuestos se
encuentran en la tercera seccién de cada unidad. Si tu respuesta a cierto ejercicio difiera de la que te
proponemos, no concluyas de inmediato que estas en error, tu respuesta y la propuesta pueden ser

equivalentes y estar enlazadas por medio de ciertas consideraciones y ambas ser correctas.
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1. DERIVADA DE
FUNCIONES
TRASCENDENTES

PROPOSITOS

A finalizar la unidad el alunmo

Ampliara su conocimiento de a derivada, a las funciones
trigonométricas logaritrmicas y exponenciales, y reforzara
el estudio de la variacion al resolver problemas que se
nodelen con ellas.

1.1Derivada de las funciones
trigonomeétricas
1.2 Derivada de las funciones
logaritmicas y exponenciales
1.3 Soluciones y evaluacion
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CONCEPTOS

CLAVE

Funcién. Relacion entre dos variables (numéricas) de manera que a la primera de ella le asocia un
unico valor de la segunda.

Funcién trigonométrica. Relacién que asocia a la medida de un angulo (equivalentemente la
longitud de un arco de circunferencia) la razén entre las longitudes (orientadas) de dos lados de un
triangulo.

' , FX+AX)-f (X
Funcion derivada. Funcion f obtenida al aplicarle la “operacion” lim ( ) ( )ala

Ax—0 AX

funcion f .

Significado de funcion derivada de f . Funcion que describe la rapidez de cambio de f enuno
de sus puntos. Funcién que describe la rapidez de cambio de la pendiente de la funcion f .

Composicion de funciones. Operacién entre dos (0 mas) funcién en la que la variable
independiente de una de las funciones es sustituida por la otra funcion.

Regla de la cadena. “Regla” que asocia la funcién derivada a una composicién de funciones.

Funcién invertible. Funcion f parala cual existe la funcion f ™ tal que
F(F4(x))=x=f2(f(x))
Par de funciones inversas relativas. Funciones que satisfacen la condicién
£(F4(x))=x=f"(f(x)),paratoda xedom( f )

Funcion logaritmo natural. Suele definirse como el area (orientada) de la regién del plano que
limitan dos lineas rectas verticales, el eje de las abscisas y la curva asociada por la rama positiva de

1
la hipérbola descrita por f (X )= o

Generalizacion de la funcién logaritmo natural (cambio de base).

e A iy , In x
Funcién definida en términos de la funcién logaritmo natural como f ( x )=log,x = na
na

Funcion exponencial natural (cambio de base). Funcién definida en términos de la funcién
exponencial natural como f (x )=a* =¢*"?
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Las funciones trigonométricas son utiles para modelar situaciones o problemas en los que la
variable dependiente cambia periodicamente al cambiar la variable independiente.

(?J EJEMPLO 1. DOS APLICACIONES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1.
a. Sea el circulo unitario (centro en el origen del plano cartesiano y radio con longitud uno), entonces,
el triangulo con vértices en los puntos: O( 0,0), A( X, , VY, )y B( X, ,0) generan el

triangulo rectangulo OAB (en el primer cuadrante del plano cartesiano 0 <t < %).

YA
i. Altura, h (t )=sent ) (%.y)
ii. Base, b (t )=cost 1
iii. Perimetro, p(t )=1+ sent +cost f
>
iv. Area, A(t )= ;( sent ) cost ) o Xo X

b. La figura muestra un yugo. Cuando el eslabon 2 gira con velocidad angular constante, entonces,
efectla un movimiento periédico, completa un giro alrededor de la articulacion O en un mismo
periodo de tiempo. Simultaneamente, los eslabones 3 y 4 realizan movimientos periédicos que se
modelan por las funciones:

i. Eslabon 3, b(t )=cost,sit; <t<t,
ii. Eslabon 4, h(t )=sent,si t, <t <t,

Con base en las funciones trigonométricas f (t )=sent y f (t)=sent (ambas con
dominio en el conjunto de los nimeros reales) pueden construirse las funciones:
sent (2n+1)

i. Tangente, f (t )=tgt=——
9 (t)=tgt=_"""

y dominio domtgt:IR—{t t= ﬁ,connez}


http://www.mecapedia.uji.es/eslabon.htm
http://www.mecapedia.uji.es/velocidad_angular.htm
http://www.mecapedia.uji.es/articulacion.htm
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cost
ii. Cotangente, f (t )=ctg t = ent y dominio dom o, ; = IR—{t \ t=nx, con neZ}

iii. Secante, f (t)=sect= b y dominio
sent

domg,, :IR—{t | t=nz, con neZ}
iv. Cosecante, f (t)=csct _ b y dominio
sent
(2n+1)

domtgtle—{ttz ﬁ,COﬂﬂEZ}

Por la utilidad de las funciones trigonométricas resulta imprescindible conocer el
comportamiento de su razén de cambio puntual (es decir, su funcién derivada) misma que se obtiene
utilizando:

i La definicion de funcion derivada, £'(t )= Iim | (t+AtA t)— f(t)
At—0

- sen( At
ii. El limite lim g
At—0 At
iii. El uso adecuado y manipulacion de ciertas identidades trigonométricas.

PROPIEDAD 1.1 FUNCION DERIVADA ASOCIADA A LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Site|R=(—oo,+oo)y:
i.Si f(t)=sen(t),entonces, f (t)=cos(t)
ii. Si f(t)=cos(t),entonces, f (t)=-sen(t)

NOTA
En lo sucesivo en lugar de f ( x )=sen( x )y f ( x )=cos( x ) escribiremos f ( x )=sen x

y f(x)=cos x respectivamente.

Con la propiedad 1., las propiedades operativas de la funcién derivada, las identidades
trigonométricas reciprocas y las identidades trigonométricas pitagéricas obtenemos la propiedad 2.

(?J EJEMPLO 2. DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1. Obtén la funcion derivada.
a. Funcion derivada asociadaa f ( x )=tg x

!

f(x)=tg x=z§:§,entonces, f'(x)=(tgx)’=( zizzj

Aplicamos la “regla” para obtener la derivada de una divisién de funciones y simplificamos
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fr(x)z(cosx)(senx)—(senx)(cosx) (cos x ) cos x )—(senx )\ —senx )

(cosx ) (cosx )
2 2
B0 ¢ (x _(cosx ) +(senx )
° () (cosx ¥
Pero (senx )*+(cosx )* =1y — sec x,, por tanto,
CoS X
, (cosx ) +(senx )’ 1 2
f'(x)= = = (secx
(x) (cosx ) (cosx )? ( )

b. Funcion derivada asociadaa f ( x )=ctg x

COS X ' d COS X
f =ctg x = , entonces, f =( ct =
(X) a9 X sen x (X) (ng) [senxj

Aplicamos la “regla” para obtener la derivada de una division de funciones y simplificamos

f'(x):(senx)(cosx) —(cosx )(senx) _(—senx ) senx )—(cosx } cos x )

(senx ) (senx )’
—(senx ) —(cos x senx f +( cos x 1
_ 2 2:_ 2 2:_
(senx ) (senx ) (senx )
c. Funcion derivada asociadaa f ( x )=sec x
f(x)=secx= , entonces,
COS X
f'(x)_(cosx)(l)’—(l)(cosx)’_O—(—senx)_ sen x
(cos x ¥ (cosx P (cosx f'
entonces,
' sen x 1 senx
f = = = t
(x) (cosx )’  cosx cos X (secx Xtgx)

d. Funcioén derivada asociadaa f ( x ) = csc x

1
En f ( X )= CSC X = sen x aplicamos la “regla” para obtener la derivada de una division de

funciones y simplificamos, ff(x):(senx)(l)—(l)(cosx) _0-(cosx)_ —cosx ,

(senx)2 (senx)2 (SGI’]X)Z
entonces,
' —COS X 1 cos X
f = __ _
() (senx ) senx senx (cscx ) ctg x)
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PROPIEDAD 1.2 FUNCION DERIVADA ASOCIADA A LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

i.Si f (x )=tg x, entonces, f ( x )=(secx )?
ii. Si f (x)=ctg x, entonces, f (x )=—(cscx )
(secx )tg x)

iii. f(x)=secx,entonces, f (x )=
iv. f(x)=cscx,entonces, f (x)=—(cscx ) ctgx)

Nota.
Las funciones f (x )=(secx 2y f (x )=—(csc x )° también se escriben como

!

f'(x)=sec?x y f (x)=—csc2x
respectivamente.

(?J EJEMPLO 3. DERIVADA DE FUNCIONES CON ELEMENTOS TRIGONOMETRICAS

1. Obtén la funcion derivada indicada.
i.Si f ( x )=4cos x—x°senx, entonces,

£'(x ):—4senx—[ x?( sen x )'Jrsenx(x2 ), }:—4senx—[x2(cosx )+senx(2x)]

= —4sen X — x2cos X — 2Xsen X

b.Si f(x ):( 411 x*sen x j , entonces,

f,(x):i[ (x“senx)]':i{ x4(senx),+isenx<x4 )J:):lcos X+ x3sen x

2
¢.Si f(x)=—"""" entonces,
X —COS X
f,(X):(x—cosx)(x2+x)—(XZ:XXx—cosx)
(x—cosx )
:(x—cosx)(2x+l)—(x2+xX1+senx)
(x—cosx
. tg X
d.Si f (x)=-"~—, entonces,
b=
, 1
' ' ' sec' X ———t
f’(x):(thj:\/;(th)—(th)(\/;) :/\X X 2’\/;9)(
Ix (&)2 X
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La “regla de la cadena” se aplica en la obtencion de la funcidn derivada asociada a funciones
trigonométricas cuyo argumento incluye a la funcién derivable u ( X )

PROPIEDAD 1.3 FUNCION DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMPUESTAS

Sea u( x ) tal que u'( x ) esta definida en el dominio de la funcién trigonométrica, entonces,
), entonces, (sen u(x)) =[cosu(x)]u'(x)

i. Si f(x)=senu(x
(x)entonces,(cosu( )) = senu(x )]u(x)
X

ii.Si f (x)=cos u

ii. Si £ (x)=tgu(x),entonces, f(x)=|[sectu(x)]u'(x

iv.Si f(x)= tgu(x)entonces t' (%)= esc? (x)] ( )

v. f(x)=secu(x) entonces, f (x)=(secu(x))tgu(x))u'(x)
vi. f(x)=cscu( x),entonces, f( )=—(cscu(x) Y ctgu(x))u'(x)

En el calculo de derivadas que involucran a funciones trigonométricas son equivalentes las
simbologias:

sen” x y (senx )", senx"con sen(xn )y sen ax significa sen( ax )

E EJEMPLO 4. DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMPUESTAS

1
i.Si f(x)=4sen2x® :4sen(2x3 ) entonces, u( x )=2xy u’( X )=6x2, por tanto,
f'(x ):4cos(2x3 XGXZ ):24xzcos(8x3 )

i. Si g (x)=(tg3x )
g (x)=5(tg3x )*(tg3x ) =5(tg 3x )“(sec2 3x XSX )=15x( tg 3x )“(sec2 3x )
iii. En h(x )=csc[ (5x—2 ) cos x ) ], entonces,

—

u( x )=(5x—2)cos x y u (x )=—(5x—2 )sen x-+5cos X, por tanto,

h'(x )=—csc[ (5x—2 )cos x Jetg[ (5x -2 )cos x ] (5x—2 )sen x +5cos x |

iv.Sii(x)=4/senx =(senx )4, entonces,
! 1 _3 COS X COS X
i (x)==(senx )#(cosx)= =
4 4( sen x )% 44/sen®x

(cos(4+cosx))(4+cosx ) =(cos(4+cosx))(—senx)
=(—senx ) cos(4+cosx))

v. (sen(4+cosx))
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vi. (cos(x2+5x))'=—(sen(x2+5x))(x2+5x ),=—(2x+5)(sen(x2+5x))
Vil (tg 2x1—1 ) :( 3¢ 2x1—1 T ( 2x1—1 j :( > 2x1—l )2( (2)(__21 2 j
2 1)
:_(2x—1)2( *ox-1 j

i (e 2 ) <(me 2 0 2 ) ) (s w5 ) -

ol [0

! !

ix. (csc(senx)) =—(csc(senx ) ) ctg(senx))(senx)
=—(csc(senx ) ) ctg (senx))(cosx)
——
El ejemplo 5. presenta ciertos casos en que se requiere obtener la funcion derivada de una
funcion trigonométrica.

ﬁ EJEMPLO 5. APLICACIONES DE LA DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a. Lafuncion f (t ): 2sen2t describe la posicién de un trozo de madera que flota en la superficie
del agua, por tanto, su funcion derivada f '( t ): 4cos2t describe su rapidez al instante t

i. La rapidez del trozo de madera alos t =0 segundos es f ’( 0 )=4cos2( 0 )=4cm/s

ii. La rapidez del trozo de maderaalos t = E segundos es f ( } 20032( jz —4 cm/s

2

ii. La rapidez del trozo de madera a los t = = segundos es f (7 )=4cos2( 7 )=4 cmls

b. Una “rueda de la fortuna” tiene 10 metros de radio y rota en sentido levdgiro (contrario al
movimiento de las manecillas de un reloj), con velocidad angular de 2 radianes por segundo.
i. El desplazamiento vertical de una canastilla respecto a la horizontal (que contiene al centro) esta
dado por la funcion

y (6 )=10sen@
ii. Si su angulo de rotacién depende del tiempo, es decir, 8 =6 ( t ) entonces,

y(t)=10send(t)
iii. La funcion que describe la rapidez de la canastilla es

y'(t)=[10c0s 0 (t)]6'(t), obien, y (t)=20c0s (t ) mis
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iv. La rapidez del desplazamiento vertical de la canastilla al transcurrir t = 7 segundos es
y (7 )=20cos( 7 )=20 mis

v. El desplazamiento horizontal de una canastilla (respecto a la vertical que contiene al centro de la
rueda) es

x (6 )=10cos @,
pero el angulo de rotacion depende del tiempo, es decir, 8 =6 ( t ) por tanto,
x(t)=10cosé (1)
vi. La rapidez de desplazamiento horizontal de la canastilla es
X (t)=[-10sent ]0'(t ), obien, x (t )=—20sent

/ SECCION 1.1
EJERCICIOS 1

1. Deriva:

i f(x )—85enx+5x

ii. f(x)=x"+2c0sx

iii. f(x)=6tgx—5secx

iv. f(x)=23/x+8senx

v. f(x)=4secxtg x

vi. T (x)=—4csc x—8ctg X

vii. f(x):cos)z(‘1

viii. f(x)=-8cos x-5tg x

iX. f(t) 2sent cost
f(t)=t"ctgt

xi. f( = 2S8C WCSC W

2. Sin utilizar la regla de la cadena obtén la funcién derivada.
i. f(x)=sen® x+cos?x

ii. f(x)=sen(2x)
i, f (x)zsen( X — j

v, f(x)= T

J1-cos?x

NN



1

\[1-sen?x

3. Obtén la funcion derivada.
i f(u )=cos(u3+4u )

v. F(x)=

ii. f(x)=senx’
ii. f(t)=tgt*

iv. f(x)=(tgx)*

v. f(r)=r?sen®(3r+6)
vi. f(x)=-cos/3x*+1

vii f (x )=(1+2x )sec(x4+4)
(

viii. f x)=sen(x
X+2
2
oS X
ix. f(x)=—""——
(x) senx? -1
_1+tgx

x. f(x
COS X

xi. f(t)=(sent+cost)’

3
COS X
xi. () ( 1—sen? x)

_sent?

xiii. f(t) ot
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4. Determina la ecuacidn de la linea recta que es tangente a la curva asociadaa f .
i. f(x)=x+cosxenP(0,1)x-y+1=0

ii. f(x)=2senx si x:% y—2=0

5. Comprueba:

i. y=cosx satisface la ecuacién y'"'+y=0

ii. y =senax satisface la ecuacion y "' +a’y =0

11

6. En cierta region la temperatura (grados centigrados) se comporta de acuerdo a la funcién

T (t)=22+4sen 71T2t , calcula la rapidez con que cambia a los 4 segundos.
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7. Un objeto se encuentra sujeto al extremo de un resorte, mismo que cuelga de una viga, su
posicion vertical esta dada por f (t ): cost determine la velocidad del objeto en el tiempo t.
8. El desplazamiento de su posicion de equilibrio para un movimiento arménico de un objeto situado

1 1
al extremo de un muelle es f (t )= 4 C0812t—2senl2t, con t en segundos y f (t ) en metros,

determina la posicidn y la velocidad del objeto alos t = % segundos.
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Las funciones exponenciales y logaritmicas son basicas en la descripcion de fenémenos
relacionados con el crecimiento o decrecimiento de: poblaciones, de sustancias, capitales,
temperaturas de objetos, etcétera.

La funcion logaritmo natural puede ser definida de distintas formas (todas equivalentes entre si),
sin embargo, una de las mas ilustrativas es en términos del area de una region en el plano
cartesiano.

a. La figura muestra:

i. La curva asociada a la funcion f (t)=",si t > 0 (dominio el intervalo ( 0 , +oo )).

-

ii. La region del plano cartesiano limitada por: la curva asociada a la funcion f ('t ):E sobre el
intervalo [ x , 1 ], el eje de las abscisas, las lineas rectas verticales de ecuaciones t =1y t =x,
(observa que x >1), que representaremos con A( : (1, +0) j

YA YA
F(t) = f(t)=f

b. La figura muestra

i. La curva asociada a la funcion f (t )= i definida sobre el intervalo ( 0 , +oo )

ii. La region del plano cartesiano limitada por: la curva asociada a la funcién f(t ):E sobre el

intervalo [ x , 1 ], el eje de las abscisas y la linea recta vertical de ecuacion t =1, (observa que

0<x<1),

YA YA
HOES y f(O=

0 1

t
1
la representaremos con A [ c (x,1) J
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c. La figura muestra:

: . L 1 :

i. La curva asociada a la funcion f ( t ):E sobre el intervalo [ 1, 1 |

ii. La region del plano cartesiano limitada por: el eje de las abscisas, las lineas rectas verticales de

ecuaciones t =X y t =1 (observa que x >1), la representaremos por A [ i x=1 j

YA . YA .
f(t):t- f(t)=f
1 1
> >
0 1 t=Xx 0 x=1 t=x

DEFINICION 1.1 FUNCION LOGARITMO NATURAL

Si telR:(—oo,+oo)yZ
S| x es un numero real positivo, entonces, la funcion

—A(:,(O,x)j,si0<x<1

A

f(x)=In(x)=

—-

: [1,x]j,six21

se llama “logaritmo natural’

La funcion f( x )=1In ( x ) representa el area “orientada” de la region del plano cartesiano
limitada por la curva asociada a la funcién f (t ):: sobre el intervalo ( 0, x ) y el eje de las

abscisas, entre sus propiedades destacan las sefialadas en la propiedad 1.1.

PROPIEDAD 1.1 PROPIEDADES OPERATIVAS DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sean a y b son nimeros reales positivos, entonces,
i.In(1)=0
ii. In(a-b)=In(a)+In(b)

iii. Si N esun nimero real, entonces, In (a” ):n-ln ( a)

iv. In(ij:—ln(a)

V. In(Zj:In(a)—ln(b)
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La funcion f( x )=1In ( x ) también se escribe como f ( x )=1In x y tiene como dominio al
intervalo ( 0 , +oo ), es derivable, su funcion derivada se puede obtener de distintas formas, sin
embargo todas ellas conducen a la propiedad 1.2.

PROPIEDAD 1.2 FUNCION DERIVADADE f ( x )=1In x

!

f (x )=1In x, entonces, (In x ) zi,siempreque x>0

El trazo de la curva asociad a 1
f(x)=Inx
>

se realiza utilizando los métodos respectivos del 0 X
calculo diferencial (cero, primera y segunda funcion
derivada) obteniéndose la siguiente figura.

FUNCION EXPONENCIAL NATURAL
Representaremos con f( x )=exp( x ) a la funcion inversa de f( x )=Inx, la figura

ilustra la relacion entre existente entre funciones.

IR*—"X 5 IR IR—22(x) | |R*

Las funciones f ( x )=exp(x )y f( x)=In(x ) son invertibles y una de ellas es la
inversa de la otra, esto significa:
In(exp(x))=x=exp(In(x))
Por tanto, la curva asociada a f ( x )=exp( x ) se obtiene reflejando la curva asociada a
f( x )=1In( x ) respecto a la linea recta de ecuacion y = x , siguiente figura.

y
A yA y‘ f(x)=exp(x)
L4

/ /
7/ //f(x):x

Por el caracter de inverso de las funciones f ( x )=exp(x )y f( x )=In x, la propiedad

1.1 de la segunda de ellas se escribe en términos de la funcién exponencial natural como lo muestra
la propiedad 1.3.
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PROPIEDAD 1.3 PROPIEDADES OPERATIVAS DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

Sean a y b son numeros reales positivos, entonces,
i. f(0)=exp(0)=1
ii. exp(a+b )=exp(a)-exp(b)

iii. Si N esun numero real, entonces, exp( a ):#
exp(-a )
, exp(a )
. -b )=
iv. exp(a-b ) exp(b)

La representacion mas comun de la funcién exponencial es en términos del nimero de Euler tal
como lo establece la definicion 1.2.

DEFINICION 1.2 REDEFINION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

i. Se define el nimero € como e =exp( 1)

ii. Rescribimos la funcién exponencial natural como f ( x )=exp( x )=¢*

Puesto que f (ex )= In (ex )= X, entonces, In (eX )= X, la derivacion de ambos lados y

el uso de la regla de la cadena da i)(( ex) =1, lo que implica (ex) =g*
e

PROPIEDAD 1.4 FUNCION DERIVADA ASOCIADAA LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

' !
Si x esunnimerorealy f (x )=e*, entonces, f (x )=e*, o bien, (ex ) =g

Las propiedades anteriores pueden generalizarse para funciones exponenciales y/o
logaritmicas con base distinta a la natural. Las funciones f ( x )=In(x )y f (x)=¢* son

invertibles e inversas relativas entre si (In (ex ): eh(x) = X ), en particular, si en lugar del nimero

X X
a utilizamos a* tendremos [ e'”(a ) }: [ex'”a ]: [e"”a ] =a”
Si z=1log, ( x ), entonces, x =a’. Aplicamos la funcién logaritmo natural a a* = x, obtenemos
In x

In x
Inx=2z-Ilna,obien, z=-——,pero z=1o X ), portanto, z =1lo X)=—=
P da (x),p g (x) 3

PROPIEDAD 1.5 CAMBIO A BASE NATURAL

Sia>0ya=1,entonces,
i f(x)=a*=exn(2)
In x

ii.f(x):loga(x)zm
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E EJEMPLO 1. CAMBIOS DE BASE

1. Rescribamos con base natural.
a.

i. f(x)=7" escrita con base naturales f (x )=7* =e*"(7)

X
i. f(x ):( 2 J escrita con base naturales f ( x )

I
VR
W N
N——
>

I

(]
x
=)
w|n

iii. f(x)=(0.8)" escritacon base naturales f ( x )=(0.8 ) = gxin(08)

. , 1
b.i.Lafunciéon f ( x )=1logs X, rescrita en base naturales f ( x )=logs x = mlnx
. . 1
ii. La funcion f ( x )=1log, X, en base naturales f ( x )=1log, x = mln X

i La funcion f ( x ):Iog( ] X, con base natural es f ( x ):Iog(7j x=— 1 _Inx
6 In

)

7
6

Con (In x )': 1 (ex ) =e”, la propiedad 1.5, cambio de base y la regla de la cadena se
X

obtiene la “funcion derivada” de funciones exponenciales y logaritmicas con base distinta al numero
de Euler.

PROPIEDAD 1.6 DERIVADA DE FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

Si a>0,a=#1,y:

' 1
i f =1 ,entonces, f ( X )=
(x)=log, () ()=

i. f(x)=a*=e""(2) entonces, f (x)=a*In(a)

E EJEMPLO 2. DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

1. Obtengamos la funcién derivada.
a.

i.Si f (x)=logex, entonces, f'(x )=(
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ii. Si f (x)=1log, X, entonces, f(x)= —
g n5)

ii. Si f (X )=logy, X, entonces, f (X )= (In0.2)x

b.
i.Si f (x)=6", entonces, f (x)=6*(In6)

i. Si f (X)=(2jx,entonces, f'(x):@}xm(;j

(7 )In(7z)

(10.24 )*, entonces, f'(x)=(0.24)In(0.24)

iii. Si £ (x)=(x ), entonces, T (x )

iv.Si f(x)

El célculo de derivadas de funciones que contienen “partes” exponenciales y/o logaritmicos se
efectla de acuerdo a las reglas (teoremas) de derivacion antes tratados, en particular la regla de la

cadena. Sea u =u ( x ), para derivar las funciones f =a" y f =log, u se utiliza la “regla de la
cadena’,

!

u

Si f =a", entonces: i. f' :u’a“ Ina ii.Si f =log, u, entonces, f’ =
( )y Oa u(lna)

%J EJEMPLO 3. DERIVADA DE FUNCIONES LOGARITMICAS COMPUESTAS
1. Obtengamos la funcién derivada.
iLEn f(x)= In(3x3 —4x* -6 ) sea U ( x )=3x> —4x—6, entonces,

9x? —4
3x3 —4x* -6

!

u(x)=9x2-4y f’(x):

) 4 4
i.En f(x)=| Inx+— ,seau(x):lnx+;,luego
X

o' ( X ):)1(—4 y f'(X)=5( '”“1)4(3(_42j

X X
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3 3 3
ii. En f (x)=In elohg Xt vseau(x)=" + entonces,
3 x 2 3 X 3

|
1
iv. Para derivar f ( x )=x Iogz[ sen X+éX5 ) sea U ( x )=sen x+gx5,entonces,

!

, 4
u(x):cosx+x4y{logz[senxjtéxf’j} - Cosx+ X

[senx+éx5 j(lnz)

f'(x):x cosx+ x*
(senx+éx5 j(ln2)

Sy
+log,| sen x+gx

E EJEMPLO 4. DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES COMPUESTAS

1. Obtengamos la funcién derivada.
i. La funcion derivada de f ( x )=10°* es

t'(x )=(In10 L0**(cos x ) =—(In10 ) senx JLO™*

|
i. Para derivar f (x ) =852 sea u( x )=x®+5x+2, entonces,
u(x)=2x+5y f (x)=(2x+5)8"*2(Ing)
|
ii. En f (x )=8e"*" sea u( x )=12x+sen4x, entonces,
u'(x)=12-4cosx y f (x )=8(12—cosx )e¥ >
|

iv.En f (x)=5""%x,sea u(x )=4x-tgx,
entonces,

!

u(x)=4-sec’xy (54X‘tgx )' =5X2“9X(In5)(4—sec2x)
por tanto,

!

f (x)=5""19x +x[ 5*2*‘“( In5 )(4—seczx )}
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1

V.En f (x)=6 4 seau(x)=- 21 , entonces,
X*+4

J(x)= 2x 2 fr(x):12x(ln6);21+4
(x2+4) ! (x2+4)

o ——
]  EJEMPLOS. DOS APLICACIONES
1

a. Sea M la masa de un elemento radiactivo, t el tiempo transcurrido hasta que se desintegra una
fraccion de &I,y M (t )=M e *' donde M, y A (letra griega lambda) son constantes el modelo
que describe el comportamiento correspondiente.

i. Sit=0, entonces, M (0 )=Mye*°) =M, por tanto, M, es la cantidad inicial de masa. La

constante A, depende del elemento particular que se esté tratando, se conoce como constante de
decaimiento.

ii. Lafuncion M (t)=—AMe " indica la rapidez de desintegracion de la masa del elemento
radiactivo.
iii. Si My =10 gramos, 2=0.2 horas, entonces, M (t )=10e*?" y M (t )=10e % indica

la rapidez de desintegracion instantanea en el tiempo t.
iv. Si t =5 horas, entonces, la masa se esta desintegrando con rapidez

M (5 )=10e0%5) = 10 gr/ hora.
e

(15
b. La funciéon T (t ):74e4|n(37 )t +20 ( t en minutos) describe la temperatura de una papa que
inicialmente se encontraba a 94°C y se colocd en un recipiente con agua a temperatura constante
de 20°C con el objeto de enfriarla.

37
=—In

/ (L
Asi, la funcion T (t ) ( 2 )e“ln(37 )tdescribe la rapidez de cambio de la temperatura de la

papa en el instante t.
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/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 1

1. Simplifica.

i. f(x)=Ine>

i. f(x)=Ine™?

i, £ (x)=e!™

iv. f(x):e_%mx

v. f (x)=log ,4*
vi.  (x)=8%"98>

1
“log x

vii. T (x)=log,83

1
-3
vii. f (x)=64

ix. f (x)=7729x

2. Rescribe con base natural y luego obtén la funcién derivada.
i. f(x)=log,x
i. T (x)=loggx
i, (x):logz(xz—G)
iv. f (x)=log, (3+senx)
4
v. f (x)=|n<x\&+5x)

3. Obtén la funcién derivada.
i. f(x)=In (x3 +2x° +x—2)

ii. f(x)=log, W
i, f(x):ln(iij
iv. f(x):ln(5—4j

X+1
v. T (x)=logg (1+3sen2x )

4. Rescribe con base natural y luego obtén la funcién derivada.
i f(x)=4"f (x)=4*(In4)
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): 2\/;
)=4e*

—h

2= 3xaxd

v. f

(x
f(x
iv. f(x
(
(

)
)
vi. f )
vii. f( )

viii. f(x)= (cosx)

X
X
X

5. Obtén la funcién derivada.

i f(x)=x"*

i, f( )= e*cos 3x

i, £ (x)=(3-/x Je**
iv. f (x)=e"sen2x

v. F(x)=-/xe

. e”

vi. f(x):4+e

vil. f(x)=ex+2e :

viii. f ( x ):(senzx )n(x—l)

ix. f(x)=eIn(1+cosx )

1
X'f(x):(x+3)ln(x+3)

6. Determina la ecuacion de la linea recta tangente a la curva asociada a:
i. f(x)=3"six=1

ii. f(x)=xesix=2

ii. f(x)=xIn(x-2)six=3

iv. f(x)=x"-Inxsi x=1

7. Una taza con café se enfri6 de 92°C a 50°C en 12 minutos en una habitacién que se
encontraba a 22°C. Sup6n que el modelo que describe el comportamiento de la temperatura en

1in2
términos del tiempo es T (t )= 7002”5 4 22. Obtén la rapidez de cambio de la temperatura del
café a los 18 minutos.
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8. El motor de un camidn se calenté a 70°C por lo que inmediatamente se introdujo a un cuarto que
se encontraba a una temperatura de 10°C . La temperatura del motor del camion bajo a 30°C en
un lapso de 30 minutos. Supdn que el modelo que describe el comportamiento de la temperatura

1l
del motor del camion como funcién del tiempo es T ('t )= 60e%° "s' 110. Obtén Ia rapidez con la
que esta cambiando la temperatura del camién a los 30 minutos de introducido en el cuarto.
|
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SECCION 1.1

EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

!

i. f(x)=8cosx+5 vii. f'(x)zl—xsenx—cosx

, 2
ii. f(x)=4x®-2senx

X
vili. f'(x )=8senx—5sec’x

, 1 ix. T (t)=cos2t
iv. f (x):3%(7+8003x ) fr(t)=_2ctgt_csc2t
. : 3 2
v. f (x)=4sec® x+4secxtg? x ' t

iii. T(x)=6sec?x—4secxtg x

' i, f'(w)=2(sec?w—csc?w
vi. T (x)=4secxctg x+8csc? x . 1 (w) ( )

2,
i f (X)ZO iv.
ii. f’(X)=2COS(2X) V. f,(X):SECthX

anXx)=am(x—Zj

f'(x )=—cscx ctg x

3.
i, f (u ):—(3u2+4)sen(u3+4u) ZCOS( X j
i, f'(x)=5x4cos(x5) viii. f'(x):_#
f'(t)—4t3secz(t4) (x+2)
i, £ (t)= "
iv. f (x)=4(tgx )’sec’x fr(X):—2xcosx2(senx2—1)—2xcoszx2
v f'(r)=2rsen®(3r+6) (senx?-1f
+9r®sen”* (3r+6 Jcos(3r+6) . f'(x):secx+(1+;[gx)senx
cos®x
o 25en(\3x2+1) :
vii f(x)= xi. f (t)=4(sent+cost)*(cost—sent
e )=ttt )
: . xii. T (x)=3sec®xtg x
it f(x):Zsec(x +5) o reoc? )
+4x3( 1+ 2x )sec(x4+5)g<x4+5> xiii. (x)=-2sec’xctg xsenx’x
+2xcsc?x cos x?
4.i. x—y+1=0 iLx=%y—2=O
5.T,(4)=£ 6.f'(t):—sent 7.f(”}:1f’(ﬁj=3m/s.
6 8 6 8
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/ SECCION 1.2
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

2.0 f'(x)= 1
X

(in2) In6) (x2;6)('n2)
v. f'(x)=(3+Se::’)xh{L11J v. f'(X)=(Xﬁﬁj
3 f(x)= Al i (%)= —
X° +2x% +x-2 3x3/x+1( x+1)z(In2)
i, f,(x):(x+12)(x—1) iv. f'(X)=(5X+15)(X+1) V. f’(X)=(1+3feCr?;f);(|n6)
a.i. f'(x)=4*(In4) i f'(x)=2;;_1(|n2)iii- £(x)=de*

ﬁ(ln?)

iv. f'(x):2‘3"+"3(—3+3x2 Xlnz)v. f(x)=- > Vi, f(x)=x*(Inx+1)
X

vii. f,(x):xsenx((cosx)(lnx)+sem<] viii. '( x )=(cosx *( Incosx — xtg x)
X

5.0 f (x )= 4x%2 + 2x%e® i. T (x)=e*(cos3x—3sen3x )
! 4X ’
i, f (x):4(3—\&)e4x—2er iv. T (x)=e"(2cos2x—sen2x )
A/ X
' e’ / e —e" ' 4e*
v. f(x)=_—=-/xe~* vii. T (x)= i f (x)="—
(=2 (-7 =,
, 2 , 5X
viii. T (x)=(sen2x )in(x-1)+ ssrllx ix. f(x)=5e>In (1+cosx)—f+z§2§
' In(x+3)+1
fx)=-
x 1(x) (x+3 PIn? (x+3)
6.i. 3ex—y=0 ii. 5e*x—y—8e* =0 jil. 3x—y—-9=0 iv. x—y=0

7.T'(12)=;|n(§j 8.T'(3o)=—;|n(3)
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UNIDAD 1 2

CONCEPTOS

1. La funcion derivada asociada a la funcion periddica f ( x )= senx es

2. La funcion derivada de la funcion compuesta f ( x )=tgu( x ) es la funcion

3. La funcion derivada asociada a una funcion trigonométrica es

4. ;Qué describe la funcion f ( x )=Inx?

5. ¢ Quiénes son el dominio y el recorrido de la funcion f ( x )=Inx?

6. Las funciones f ( x )=Inx y f( x )=log,x se relacionan mediante

7.Lasfuncion f( x )=Inxy f( x )=e*se relacionan porque son
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8. ,Como se relacionan las funciones f( x )=a*y f(x)=e*?

9. ;Porqué e® =17

DESARROLLOS OPERATIVOS
10. Obtén la funcion derivada f ( x )= x2cos( senx )
11. Obtén la funcion derivada en el nimero indicado f ( x )= 3th( X+i j ,8i x=0
X+
12. Obtén la funcion derivada en el nimero indicado f ( x )=log, ( 2—x? )+ 3*tgx,si x=1

S
>
¥
w
—_

13. Obtén la funcion derivada en el nimero indicado f ( x )= x e™3 ) si x=1

PARA PENSAR
14. La longitud de la hipotenusa de un tridngulo es 5 unidades. Construye la funcion que describe la

rapidez con que cambia su altura como funcion del angulo que se le opone.
15. El desplazamiento de un bloque es un movimiento arménico simple, desde su posicién de equilibrio es

1 1
f(t)= Zcos 12t - gSen 12t (t ensegundosy f (t ) en metros), calcula la rapidez con que se

desplaza el objeto cuando t = % segundos.

16. Un “celular” tiene un precio inicial de 40,000 pesos, su precio se devalla el 25% anualmente.

Obtén el modelo que describe la rapidez de de cambio del costo del “celular” como funcion del
tiempo.

17. Un individuo (mediante la orina) elimina el 30% diario de una droga que ha consumido; el
individuo ha consumido 4 gramos de esa droga. Sea D (t ) la cantidad de droga presente en el

individuo en el tiempo t. Construye el modelo que describe la rapidez con que cambia el tiempo

como funcién de la cantidad de droga en el instantaneo (es decir, t'( D))

&  Escan

Preguntas 1 a 9., un punto cada una.
Problemas 10. a 13. tres puntos cada uno.
Problemas 14. a 17. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se necesitan 23 o mas puntos
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D/ UNIDAD 1 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. la funcién periodica f ( x )= cosx

2. lafuncion f(x )=u'(x Jsec?u( x)
3. una funcion trigonométrica.
4. El area de una region del “plano cartesiano.
5.(0 , +0 )y (—o, +o)
Inx
6. log,x = na
7. invertibles e inversas relativas.
8. f ( X ):ax :exlna
9. Lo garantiza el hecho In1=0

DESARROLLOS OPERATIVOS
10. 2xcos( senx )—x*sen( senx )cosx

11. In(3 )tg(2 )-sec?*(2)

12. —m(12)3t9(1)ln(3)(tg(l)—secz(l))
13. 5e

PARA PENSAR

14. h'( x )=5c0s

16. p (t )=40,000( 0.75 )In( 0.75)

4
)- b
4

!

D

15. f (Zj 3 metros por segundo.
[
17.t (

In(0.7)



2.1A1
DEFINI

PROPGSITOS:
Al finalizar la unidad el alumno:
Interpretara el concepto de integ
dadas en diferentes contextos pa
Relacionara los conceptos de de
fundamental del Calculo y lo apli

2.1Area de una region del pla-
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CONCEPTOS

CLAVE

Curva en el plano cartesiano. Representacion de los puntos (x Y ) en el plano cartesiano.

Regién en el plano cartesiano. Parte del plano cartesiano acotada por curvas.

Area de una region en el plano cartesiano. Nimero de unidades cuadradas en una region del
plano cartesiano.

Particion de un intervalo. Conjunto de puntos que pertenecen al intervalo y lo dividen en
subintervalos.

Particion regular. Conjunto de puntos que dividen a un intervalos en subintervalos de la misma
longitud.

Rectangulo inscrito en una region del plano cartesiano. Dos de los vértices del rectangulo se
encuentran en el eje de las abscisas, un vértice en la curva asociada a la funcion y el otro en el
interior de la region.

Rectangulo circunscrito. Dos de los vértices del rectangulo se encuentran en el eje de las
abscisas, un vértice en la curva asociada a la funcion y el otro en el exterior de la region.

Suma de Riemann Cauchy. Resultado de aproximar una integral utilizando rectangulos que tienen
como bases los intervalos generados por una particién y como altura la imagen de un punto del
intervalo.

Funcién derivada. La funcién que se obtiene al aplicarle el “operador” derivada.

Funcién integral. La funcion que se obtiene al aplicarle el “operador” integral a una funcion definida
sobre un intervalo en el que uno de sus extremos es variable..
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del area bajo una curva utili-
ulos inscritos y circunscri-
método general.

meérica para calcular el area
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El area de una region del plano cartesiano es la medida de una region en el plano cartesiano (o
funcion) y puede interpretarse en términos de las unidades de las variables que definen los ejes
coordenados.

‘?_1 EJEMPLO 1. INTERPRETACION DEL AREA DE UNA REGION DEL PLANO CARTESIANO

1. Si suponemos que las variables en consideracion tiene el S|gno apropiado:
a. En un diagrama x—y, si ambas variables

representan longitudes, entonces el producto
x-y tiene unidades de area. unidades de
area

b. En el diagrama de tiempo t (en segundos)
contra aceleracion a en (m-s~2), el producto

a-t tiene unidades m-s , es decir, de unidades de
velocidad velocidad

¢. En el diagrama de distancia d en (metros)
contra trabajo W (en joules-m™) el producto

F.d tiene como unidades los Newton, unidades de
unidades de fuerza. fuerza

d. En un diagrama cartesiano de longitud 1 en
(metros) contra densidad lineal o (en

unidades de

-1 . .
Kg-m™) el producto p-l tiene unidades de masa

kilogramos, es decir, de masa.

DEFINICION 1 UNIDADES DE AREA

i. La unidad de area, es el area contenida en una superficie rectangular (cuadrado) con base y
altura de una unidad de longitud.

ii. El area de una superficie es el numero de unidades de area que contiene.

iii. El area de una superficie rectangular de base de longitud a vy altura de longitud h es

A =Dbh unidades cuadradas.

Calcular el area de regiones del plano cartesiano limitadas por segmentos de recta es
relativamente sencillo, analiza el ejemplo 2.
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] EJEMPLO 2. ALGUNAS FUNCIONES AREA

1. Construccion de funciones area.

a. El rectangulo con base en el intervalo
[ 0, t ]y altura definida por f (t)=h
unidades de longitud. La funcién

A(t)=ht,conh>0yt>0,
proporciona su area.

ii. El triangulo con base el intervalo
[ 0, t ]y altura definida por

f (t )=mt (pendiente positiva),
entonces, la funcién

At )=;mt2con m t=0

proporciona el area de la region rectangular.

iii. El trapecio de la figura tiene base menor
de longitud b, base mayor

f (t)=mt+b y altura de longitud x =t,
entonces, la funcién

A(t ):;(b+mt+b )t:;mt2+bt

con t >0, proporciona su area.

iv. la figura de la derecha tiene base en el
intervalo [ a , t |, sualturaes h, por tanto,

A(t)=h(t-a)
unidades cuadradas (h > 0).

v. Puesto que el area de un trapecio es el
producto de la semisuma de las longitudes de las
bases por la altura, en la figura:

A(t)=;[(ma+b)+(mt+b)Kt—a)

=;[(ma+nn)+(b+b)Kt—a)

YA
h f(t)=h
>
0 t X
]
o\
f(t)=mt
mt
>
0 t X
]
YA
ji
0 t >X
]
o\
h f(t)=h
»>
0 a t X
]
N
f(t)=mt+b
f(t) = mt+b
f(a)=math
0 a t
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:é[m(t+a)+2b lt-a) :i[m(t+a)(t—a)+2b(t—a)]

= ;m(t2 -a’ )+ b(t-a ) unidades cuadradas (t > a)

o
‘?_1 EJEMPLO 3. AREASY FUNCIONES AREA

1. Construccion de funciones area.
a. La region rectangular del plano cartesiano que definen: la curva asociada a f (t)=2y el

intervalo [ 0, x ] se modela con la funciéon A ( x )=2x
Por tanto, A( 4 ): 8 unidades cuadradas, es el area de la regidn rectangular definida por la curva
asociadaa f (t)=2yelintervalo [ 0, 2 ]
Ya N
f(t)=2 f(t)=2

0 t X 0 t=4 X
I

b. La regién triangular del plano cartesiano que definen: la curva asociada a f (t )= ;t -1yel

2
intervalo [ 2 , x | tiene area A( x )=X4—x+1

2
Por tanto, A( 4 ): 44— 2 +1=3 unidades cuadradas, es el area de la region triangular definida

porla curva asociadaa f (t )= ;t ~lyelintervalo [ 1, 2 ]

y
7 A

2 f(t)='21t-1 2 f(t):‘zlt—l

1 1
0/2 > x 0/ 1 x

Ve 7

c. Lalinea recta asociadaa f (t )=ty elintervalo [ 1, x ] definen una region trapezoidal en el
plano cartesiano, el area de la region como funcion de la altura es

A(x) (1+x ) (x-1) x*-1

2 2
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32-1
):

Por tanto, A (3 = 8 unidades cuadradas es el area del trapecio que definen f (t )=t

y elintervalo [ 1, 3 ]

f(t)=t f(t)=t
>X >X
e

/ SECCION 2.1
EJERCICIOS 1
1. Traza la region y construye “funcién area”.
a. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ -2, ]y la

funcion con regla de correspondencia f (t )=3

b. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ 1.t ] y la funcion
con regla de correspondencia f (t )= 4

c. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ -1,t ]y la
funcion con regla de correspondencia f (t )=t+1

d. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ 2 ,t ] y la funcion

con regla de correspondencia f (t )= ;t —;

e. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ -2t ]y la

funcién con regla de correspondencia f (t )= 411t +2

f. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, el intervalo [ t,?2 ] y la funcién
con regla de correspondencia f (t )= —;t +1

2. Construye la funcion area y calcula el area solicitada.

a. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, la funcién con regla de
correspondencia f (t )=1:

i. Elintervalo [ -6, t |

ii. Sobre [ -6, 0 ]
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b. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, la funcion con regla de

correspondencia f (t ): ;t _;

i. Elintervalo [ 1, t ]

ii. Sobre [ 1, 2 ]

c. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, la funcién con regla de
correspondencia f (t )=t

i. Elintervalo [ 0, t ]

ii. Sobre [ 0, 3 ]

d. Region del plano cartesiano definida por: el eje de las abscisas, la funcidn con regla de
correspondencia f (t)=t+1

i. Elintervalo [ -1, t |
ii. Sobre [ 0, 2 ]
|

Calcular areas de regiones del plano cartesiano acotadas por
curvas como: arcos de parabolas, sectores de elipses, sectores de ,
hipérbolas etcétera, puede resultar imposible o bastante complejo,
es el proposito de la presente seccion el conocer los elementos y
construir métodos (funciones) que apoyen la solucion de lo antes
planteado. El calculo integral generaliza el concepto de é&rea y
presenta los métodos para construir funciones area (0 en su caso A(R)
funciones integral) mismos que revisaremos en las siguientes >
lineas. Por las condiciones del presente curso, sélo nos
ocuparemos del calculo de area de regiones acotadas por
secciones (monétonas) de curvas polinomiales de hasta grado tres.

>‘<

Aproximaciones al numero de unidades de area contenidas en la regién de la siguiente figura
puede obtenerse utilizando rectangulos, en particular inscritos (o circunscritos).

APROXIMACION con unrectangulo  con dos rectangulos  con tres rectangulos
A, inscrito inscritos inscritos
7\ A A A ¢
t / / t
A(R)
o] a b >X o] a b >X o] a b >X o] a b >X
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APROXIMACION con unrectangulo  con dos rectangulos  con tres rectangulos
A, circunscrito circunscrito circunscrito
7\ A A A ¢
/ /
A ( R ) 1 1 1
ol a b >X ol a b >X o] a b >X o] a b >X

DEFINICION 2 SUMA INFERIOR, SUMA SUPERIOR

Sean:
i. f una funcién acotada y continua definida sobre [ a , b ]
i [ % % L[x.% ] - [ %, X ] subintervalos tales que al unirlos se obtiene

elintervalo [ a, b |
jii. f(m; ) elvalorminimoy f (M, ) elvalor maximode f sobreelintervalo [ %, , % |,

entonces,
i. La suma de las areas de los rectangulos inscritos es

S(n)=f (my ax + F (my )ax 4+ £ (my )ax, =3 (my ),

i=1

y recibe el nombre de suma inferior.
ii. La suma de las areas de los rectangulos circunscritos es

S(n)="f (Mg )A;+f (My A, +-+F (M, )AX, =D f (M; )AX

y recibe el nombre de suma superior.

Se mejora la aproximacion al area de la regién A( R ) conforme se incrementa n del nimero

de rectangulos, el lector debe notar que
s(n)<A(R)<s(n)

Ahora destaquemos los elementos presentes en la definicién 2.2.
a. Una particion del intervalo [ a , b |, es:

i. Un conjunto finito de puntos

A={ Xgy Xis «evs Xpp» Xng, Xy |, 1aleSquUe, @ =Xy <X <Xy <...<Xq oy <Xy g <X, =b
y que lo dividen en los subintervalos
[% . x Llx.ox Ll x ] [ %, x ]

ii. La longitud o ancho del subintervalo [ x; ; , x; ] (i—ésimo intervalo) es
AXj = Xj =X




40 UNIDAD 2 LA INTEGRAL DEFINIDA

iii. La norma de la particion 4 se representa por | A | se define como el ancho o longitud del
mayor de los subintervalos que la componen, es decir,
| A= Ax=max (% —X_y)

iv. Una particion A se denomina regular si todos los subintervalos que genera tienen la misma
longitud.

DEFINICION 3 SUMAS DE RIEMANN - CAUCHY

Sean: f unafuncién definida sobre elintervalo [ a , b |,
A={ X, Xt Xgs ---» X2, Xo1, X, } Una particion de [ a , b ]y Ax; el ancho del intervalo

n

[ %1% ].Siciel xiy, x ], entonces, la suma > f (c; )Ax; se denomina suma de
i=1

Riemann Cauchy de f para la particion A .

Nota que la definicién 3 no supone:
a. Continuidad de la funcién f .

b. Que la funcién f sea positiva, como consecuencia cada sumando, de una “suma de Riemann-

Cauchy no necesariamente representa el area de un rectangulo.
c. Para cada particion de [ a , b ] la suma de Riemann Cauchy puede ser diferente.

%_1 EJEMPLO 3. AREAS Y FUNCIONES AREA

1.
a.SeaA={-1,-08,1,15,21, 3 }particibnde [ -1, 3 |
i. Genera los intervalos
[-1,-08],[-08,1],[1,15],[15,21],[21,3]

ii. Tiene norma | A |=Ax=1-(-0.8 )=1.8
iii. Si f (x )=x+1, entonces, la suma de Riemann Cauchy para ¢, =-0.9, ¢, =0, ¢; =1.2,
C,=2YyC;=25es:

n

f(c )Ax=Ff(-09)02)+f(0)18)+f(12)05)
i=1
+f(2)06)+f(25)0.9)
=(01)02)+(1)18)+(22)05)+(3)06)+(35)09)=787

|
b.SeaA={ -1,0,1, 2, 3}particionde [ -1, 3 |

i. Genera losintervalos [ -1, 0 ],[0,1],[1,2] [2,3]
ii. Tiene norma | A |= Ax =1 (es regular, todos los intervalos miden lo mismo).
iii. Si f ( x )=x+1, entonces, la suma de Riemann Cauchy para
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c,=-05,¢c,=05,¢c;=15yc,=25es:

n

21 (ci)a =f(-05)1)+f(05)1)+f(L5)1)+f(25)1)
- (05 Y1)+ (15 )1)+(25)1)+(35)1)=

DEFINICION 4 INTEGRAL DEFINIDA

Sean:
i. f unafuncién definida y acotada sobre el intervalo [ a , b |,

ii. 1im Zf JAX; =1

n — +oo

Entonces, f es integrable sobre [ a , b | y el nimero

I = lim Zf )AX; _I ( x Jdx se denomina integral definida.

n— +oo ~

En la expresion | = _[ f ( X )dx, a recibe el nombre de limite inferior de integracion y el numero
a

b limite superior de integracion.

Observaciones:

i. 1im Zf )AX; es equivalentea lim Zf

n—>+o0 7 HA —>0

El hecho de que la norma de la particion se aprOX|ma a cero es equivalente a que el numero de
‘sumandos ” de la suma de Riemann Cauchy se incremente indefinidamente.
ii. En la definicion 4., si f es positiva sobre [ a,b ] entonces, el nimero

I = lim Zf )Axizj:f(x)jx

n— 400 ~

proporciona el nimero de unidades cuadradas de la region del plano cartesiano limitada por la
seccion de la curva asociadaa f sobre [ a , b |

En el calculo (inicial) de integrales se utilizan las propiedades 1. y 2.

PROPIEDAD 1 PROPIEDADES DE LAS SUMAS

Si ¢ es cualquier nimero, entonces,

n n
.. > ca; =c>_a; (propiedad de homogeneidad).

i=1 i=1
n n n
ii. > (@ +b; )= a, +> b (propiedad de aditividad).
i o i

n

iii. > (& —a_; )=a,—a, (propiedad telescopica).




42 UNIDAD 2 LA INTEGRAL DEFINIDA

PROPIEDAD 2 SUMAS DE POTENCIAS DE LOS PRIMEROS n NUMEROS NATURALES

Si ¢ esunnumeroy n es cualquier un nimero natural, entonces,

n
i. Suma n veces el numero ¢ Zc =Nnc
i=1
ii. Suma de los primeros n numeros naturales,

4 2
1+2+3+~..+nzzi:n(n+l):n +n
i-1 2 2

iii. Suma de los cuadrados de los primeros n numeros naturales,
n+1)2n+1) 2n®+3n+n
6 - 6
iv. Suma de los cubos de los primeros n numeros naturales,
Boin® @ s =Z”:i3 _n¥( n+1)? _n*+2n°+n
i=1 4 4

2 n2 2 2 N -2_n(
1°+2° 43+ 4n? =) =
i1

2

Ya estamos en condiciones de construir funciones area asociadas a regiones relativamente
mas complejas.

‘?_1 EJEMPLO 4. AREAS Y FUNCIONES AREA (BIS)
1. Traza la region y construye la funcion que describe su area.
a. f(t)=t+2sobreelintervalo [ 2, x ]

y y y 5
A p A p A rectangu I‘(‘)' )

7 enérico “i 4
7
7 AN /
6 6 / 6 7

/ / /

0 2 t X 0 2 t X 0 2 \_ t X
2+%26.1) — \Lor X2

i. La figura de la izquierda muestra la region.
ii. La figura del centro muestra algunos de los n rectangulos circunscritos, cada uno de ellos tiene

base de longitud Ax = x;2

iii. La figura de la derecha muestra el rectangulo genérico i, las abscisas de los extremos de su
base son:

m4=2+X;2“—1)yMi=2+X;2L
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con ordenadas,
fF(my )=2+""2(i-1)+2y f (M, )=a+ "%
n n
respectivamente.
iv. Area del rectangulo genérico
2
A(R ):( X—Z)(“X—zi j:( X—Zj i+4( X—Zj
n n n n
v. Sumas superiores
x—2 )\’ Q X—2 &
(m-( 2 S 22 )5
n i=1 n Jia
vi. En términos de la propiedad 2.,
x—2 Y n?4n X—2
S(n)= ( j + 4( )n ,
n 2 n
0 bien,
1 2 1
S(n ):E( x—2 )| 1+= |+4(x-2)
n
vii. Aplicando la definicion de integral,
[ (t)de= nm[l(x_z )2(1+1j+4(x—2 )}:1( -2 2+ d(x-2)
2 n—+o| 2 n 2
viii. Por tanto, la funcion area es
A( x ):;x2 +2X—6
]

b. f(t )=;t2 +1 sobre elintervalo [ 0, x |

y y y
A A A rectangulo
/ / genérico “i” /
"
/
“~— 2 -~
> T > 0 T > x
0 t X 0 X X(ig )j \_)% i

i. La figura de la izquierda muestra la region.

ii. La figura del centro muestra algunos de los n rectangulos circunscritos, observa que cada uno

de ellos tiene base de longitud

szﬂzi
n

n
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iii. La figura de la derecha muestra el rectangulo genérico i, las abscisas de los extremos de su
base son:

con ordenadas,

respectivamente.
iv. Area del rectangulo genérico

N |
S

1 x3( 2n®+3n?+n ) x
S(n)= 3(6J+(n),

0 bien,
3 2
S(n):1x3 2n° +3n° +n Ly
6 2n®
vii. Aplicando la definicion de integral,
[ f(t)dt=tim

1 5 2n®*+3n%+n 1 3 1
=X ————— |+x |=lim] =x’| 1+ —+— |+X
no+o| 6 on3 n—+o| 6 2n 2n

viii. Por tanto, la funcion area es

c. f(t )=—it3+3 sobre el intervalo [ 0, x ], con x<if
27 3

i. La figura de la izquierda muestra la regidn y algunos de los n rectangulos inscritos, cada uno
ellos tiene base con longitud
x—0 X
Ax=""=2
n n
ii. La figura de la derecha muestra el rectangulo genérico i —1, las abscisas de los extremos de su

base son:
X. X /.
M; :HI ymi+1:H(|+l)

con ordenadas,
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3 3

1 x° ., 1 x°,. 3
f(M; )=——"—"1"+3y f(m, )=——-—(1+1) +1
( i ) 27 ng y ( i+l ) 27 n3( )
) )
4 rectangulo
— ~~__ genérico “i-1”
> >
0 t X 0 t X
, \ i~ \ximy \
iii. Area del rectangulo genérico
X 1 x3 .5 1 x*., 3x
AR )=| — | ——=—51"+3 |[=—~ — —
(%) ( J( 27 n® 27 n* n

1 x*( n*+2n®+n% ) 3x
s(n)=——"_ “%n,
27 n* 4 n
0 bien,
1 1
s(n)=——x" 1+—+— |+3X
(n) 108 ( n4j

vi. Aplicando la definicién de integral,
X , 1 4 2 1 1 4
_[ f(t)dt=lim| - x* 1+5+ = |+3x |=—— x*+3x
2 n>+o 108 n n* 108

vii. Por tanto, la funcién area es
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SECCION 2.1

EJERCICIOS 2

1.

a.SeaA={ -1, 0,1, 3}particionde [ -1, 3 |

i. Construye los intervalos que genera.

ii. Calcula la norma.

ii. Si f (x)=-2xyc, =-05,c,=0.5, c; =2, calcula la suma de Riemann - Cauchy.
b.Sea A={ 1, 3,5} particionde [ 0 , 6 ]

i. Construye los intervalos que genera.

ii. Calcula la norma.

ii. Si f (x)=-x?+12y ¢, =1,¢,=3, c;=4,c, =6 calculala suma de Riemann - Cauchy.

2. En cada caso calcula:

i. El area del rectangulo genérico.

ii. Las sumas de Riemann (superiores o inferiores segun convenga).
iii. La funcion area.



2.2 LAFUNCION AREAY EL
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL
CALCULO

APRENDIZAJES

El alumno:

6. Determina el area bajo la grafica de una funcion constante o lineal
en intervalos de la forma [0, x | y calcula con ella el area en el inter-
valo[a,b].

1. Identifica la funcion area como una antiderivada o primitiva.

8. Infiere a la integral definida como el limite de sumas infinitas.

9. Interpreta la relacion que se establece en el teorema fundamental
del calculo.

10. Descubre las ventajas de la existencia de una antiderivada para en-
contrar la integral definida.

11. Utiliza las propiedades de la integral definida.

12. Identifica los elementos que sustentan al teorema fundamental del
calculo.

13. Aplica el teorema fundamental del calculo.

14. Interpreta la solucion de un problema como el calculo del area bajo
una curva.
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En la seccidn anterior definimos area en el plano cartesiano, sin embargo, tal definicién de area
es bastante rigida en el sentido las hipotesis que contiene, asi como poco practica; por tanto,
corresponde mejorarla.

DEFINICION 1 INTEGRAL DEFINIDA (BIS)

Sean:
i. f una funcion definida y acotada sobre el intervalo [ a , b |

ji. Iim Zf )AX; =1, entonces, f esintegrable sobre [ a , b ]y el nimero

n— +oo .

I = lim Zf )AX; _.fb ( x Jdx se denomina integral definida.

n— +o0 %

b
En L f (x )dx, f (x )dx sellamaintegrando, a limite inferiory b limite superior,

Revisemos las condiciones o hipétesis que debe cumplir una funcidn para ser integrable (segun
Riemann).
1. Las funciones continuas y acotadas sobre un intervalo de la forma [ a , b | son integrables,

PROPOSICION 1 CONTINUIDAD SOBRE [ a , b | IMPLICA INTEGRABILIDAD

Si t es una funcion continua sobre el intervalo [ a , b ], entonces, f esintegrableen [ a , b ]

Funciones, como las polinomiales, las exponenciales, las logaritmicas y las senoidales (puesto
que son continuas sobre los nimeros reales) son integrables, sin embargo, la integrabilidad de otros
tipos de funciones dependera del intervalo del dominio considerado.

2. La definicién 1., es una generalizacion del concepto de area de una region en el plano cartesiano
y hace posible escribir esta ultima en términos de la integral definida, sin embargo, cuando f es

negativa o presenta ambos signos sobre un intervalo, el numero

| = lim Zf )Axizj:f(x)jx

n— +o i

simplemente se llama “integral” (y no necesanamente representa el area de una region). Por otra
parte, si en la definicion 1., el limite superior es variable (o el inferior) tenemos

la funcion F(x):j: f(tt

numero F, funcion  variable £ funcic
real . de x 1 , funcion
f, funcion
l_ de x -l l_ de t
J.f(x)dx F(x)_If(t)dt
a
ndmero
t— ndmero real

real
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DEFINICION 2 FUNCION INTEGRAL

Sea f una funcién con dominio [ a , x ], entonces,

F(x)= _[: f (t)dt sedenomina “funcién integral’.

En la definicién 5., el limite superior es variable y la funcion F (' x ) recibe los nombres de:
primitiva, antiderivada o simplemente integral de f (t ) Por otra parte, la integral se identifica
como un “operador” (u operacion) y entre sus propiedades destacan las sefialadas a continuacion.

PROPIEDAD 1 PROPIEDADES DE LA FUNCION INTEGRAL

Sea f dominioen[a, x |,byce[ a, x ]y c<b,entonces,
LF(b)=[f(x)dx=0

i [ £ (x)ax=—[" f(x)dx
i [ 6 (x)dx=[7f (x )dx+ [ f(x )dx

Las figuras ilustran la propiedad 1.

y

y
A
a f 4 f
b
If(x)dx
a c b
o D 5Py [Fcoax | [£(x)ax
] I -jf(x)dxl . g
\a
0 a X 4 \\\/’ o y s b >X
-f

Las propiedades de aditividad y homogeneidad son de gran utilidad en el célculo de integrales.

PROPIEDAD 2 LINEALIDAD DE LA FUNCION INTEGRAL

Sean f, g funciones integrables sobre [ a,b ] y k un numero real, entonces, k- f +g es
integrable sobre [ a , b | y I:[k f(x)+g(x )]dx:kj: f(x )dx+j: g ( x )dx

E EJEMPLO 1. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

1
a. . Calcula las integrales.

i. Si f(x)=x+1, entonces, _C (x+1)dx=0
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ii. Si f (x)=-/x?+3,entonces, [: Jx2+3dx=0

iii. Si f (x )=3*+log,x, entonces, J'Zz(f (SX +log,x )dx=0

]
b. Rescribe la integral aplicando la propiedad 1.ii.
. (6 2 2 2
i L (4x -5 )dx:—j6 (4x -5 )dx
I 12 2X -8 2X
i _[_8 (4e +senx )dx=—J12 (4e +senx )dx
i [ 142 Jax=—[" [ 102 ax
4 2X 10 2X
]
c.
i. En la figura.,
0 2
J:4 xdx=-8y _[0 xdx=2,
entonces,
Iz X dx=-6
-4
ii. En la figura., 1
IO J1-x2 dx="y J.l 1-x2dx=",
-1 4 7 Jo 4
entonces,
1 T
J1-x2 dx="=
J—l 2 1 0 1 >X
I
d.

i. Ji (6x2 —8c0s X )dx:Gf2 X2 dx+8f2cosx dx
i, J: (Ze?’X —7x? —8Inx—1)dx: 2J'35e3X dx—7‘[35x2 dx—8J'35Inx dx—L5 1dx
i [ (12-2%/x+3¢ Jax=12[" 1dx—2[" 2/x dx+3[" xdlx
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/ SECCION 2.2
EJERCICIOS 1

1.
a. Calculala integral.

. J (x+1) i J'__Zz\x2+35enx dx ii. j: (5X+3Iog6x+4)dx
b. Rescribe la integral de manera que esté precedida por un signo menos.
—X j
dx

. (7

. ,[8 (3x3+5x—1)dx i j [x —tngdx i, .[:0[9—

¢. Rescribe la integral de manera que esté precedida por un signo positivo.

L [ (3x +5x-1 Jax ii.—j64[;x3—2x+1xjdx il ~ [ (8 3= dex
- x*

d. Calcula el valor de la integral.
LSi 7 (4x3 +2x-1 )ax=18y [ (4x® +2x~1 )dx=250, caleula [\ ( 4x® +2x~1 Jdx

ii. Si j (e +4x )dx:—i—ly L (eX +4x )dx:e—e,calcula IO (eX +4x )dx

iii. Si JO (x-2)dx=-2y J‘i ( x—2 )dx=-8, calcula Ji (x—2 )dx

La respuesta a la pregunta

i Cual es la relacion entre la funcién integral y la funcion derivada? se conoce como primera parte
del teorema fundamental del calculo, proposicion que facilita la forma de evaluar integrales (o
construccion de funciones area) utilizando la antiderivada. Su justificacion requiere del uso de otras
propiedades de la integral que por sus caracteristicas no son tratadas en esta obra.

PROPIEDAD 3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Sea lafuncién f integrable sobre elintervalo [ a , b ], entonces,
i. F(x )=J'aX f (t)dt definidasobre [ a, b ] esderivableen (@, b )y F(x)=f (x)

i J' Jdx=F (b )-F (a),donde F es una antiderivada de f
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E EJEMPLO 2. DERIVADA DE LA FUNCION INTEGRAL
1. Deriva la funcion.

a.Si F(x )=LX (8t4 5t )dt,entonces, F'(x )=8x* —5x

b. F ( x ):J'Zx(cost+sentt )dt, entonces, F ( x )=cosx +sentx

c. F(x ):LX J5—6t+t? dt, entonces, F (X )=/5—6x+x’

d. F(x )=IX3—2et +t2 +3dt, entonces, F ( x )=-2¢* +x2 +3

‘?_1 EJEMPLO 3. OBTEN LA FUNCION DEL INTEGRANDO
1. Obtén la funcién del integrando.

2 2
a. Derivamos la funcion F ( x ):X2—4, obtenemos f ( x )= x, por tanto, LX tdt :X2+C
—
X4 XS 2
b. Si derivamos la funcion F ( x ):T+?+7+x, obtenemos f ( x )=x3+x? +x+1,
por tanto,
x* ox® x?

jxt3+t2+t+1dt:—+—+—+x+c
a 4 3 2

c. Si derivamos la funcion F ( x )= x> +2x? +C obtenemos f ( x )=3x? +4x, por tanto,
I: (3t2 + 4t )dt: X3 +2x% +C

d. Si derivamos la funcién F ( x )=senx+tgx+C obtenemos f ( x )=cosx+sec’x, por

tanto, '[: (cost +sec’t )dt =senx+tgx+C

e. Si derivamos la funcion F ( x )=e* +Inx+C obtenemos f ( x )=e” +)1(, por tanto,

Lx(et+ijdt:ex+lnx+c
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]  EJEMPLO 4. EVALUACION DE INTEGRALES

1. En cada caso se proporciona la antiderivada, evalua la integral.

2
a. Si f 2dx y F(x):2x,entonces,_L2 2dx:[2x]1:2(2)—2(1)

2

b. Si _[02( 4x+6)dx y F( x )=2x? +6x, entonces,
[(ax+6)dx=]2x? +6x ]z=(2(3)2+6(3))—(2(0)2+6(o))=18

I
2

2
.. i J»_l X _4dx:r (X—2)(X+2)dxzj'_ll(x+2)dx yF(x):; +2x , entonces,

1 x-2 -1 X—2
(_21)2+2(—1)J:4

]y {8

'[18 )1(dxy F ( x )=Inx, entonces, f )1(dx:[lnx]jzln(S)—In(l)=In(8)

e.Si J'O% (4—senx )dx y F ( x )=4x+cosx, entonces

NN

1

J'Of (4—senx )dx=[4x+cosx | :(4(§ )+cos§ )—(4(0 )+c0s0 )=27-1

0

f SECCION 2.2
EJERCICIOS 2

1. Obtén la funcién derivada.

a.F(x):jGX(3t3_4t+3)dt C.F(X):J‘SX\/5_i57_t2dt

X 1
b. F(x)=L (tgt+4sentt+2jdt d. F(X):J_X_Ze4t+tz+3ctgtdt
2. Rescribe como integral.
X X
a.F(x)=?—4 b.F(x)=7—x c. F(x)=¢e"+Inx
3 =X =
d. F(x)=x—x—+i e. F(x)=4e"+2Inx f. F (x)=x-cosx
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3. Evalua la integral.

4 3
a. .[:(3x2—5x)dx:{ X;—gx} b.f3 (x3+x—1)dx:[j+;x2—x}
%
0

0

4
CJ' x—Inx ) [;xz—xlnx+x} d. _[ xsenx )d x = [-xcos x+senx |
1

. b . s . .
Para interpretar I f ( X )dx como area de una region en el plano cartesiano requiere que los
a

ejes coordenados tengan asociadas unidades de longitud y:

CASO 1.
Si f es positiva sobre (todo) el intervalo [ a,b ] el nimero j: f ( x )dx representa el area de

la region correspondiente.
CASO 2.
Si f es cambia de signo sobre [ a, b |, entonces, [ a, b | se divide en subintervalos

[ Xi , Xig ] de forma que sea completamente positiva 0 negativa sobre ellos, se calculan los
numeros in”l f ( x )dx y se suman sus valores absolutos.

CASO 3.

Si f es negativa sobre todo el intervalo [ a,b ] el valor absoluto de I: f ( x )dx representa el
area de la region correspondiente.

y y Ya
4 4 parte positiva

f positiva /\f
—
a 0 / b X f negativa
> f parte negativa
a 0 b

%J EJEMPLO 5. AREA DE UNA REGION DEL PLANO CARTESIANO

1. Calcula el area de la region del plano cartesiano R .
a. La region del plano cartesiano R definida por f ( x )=4—x? yelintervalo [ -2, 2 ]
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y
A
La figura de la derecha muestra la region, su area esta 4
limitada por la seccién de una parabola que es positiva
sobre el intervalo [ —2 , 2 ], por tanto,

A(R)=[ (4-x )dx={4x—;3 T 32,

2 3 -2! 0 \2 >y

b. La region del plano cartesiano R definida por f ( x )=x—2 yelintervalo [ -2 , 4 |
La figura de la derecha muestra la region; el calculo de

su area se realiza dividiendo el segmento rectilineo que y
. A
forma parte de f (x)=x-2 en dos secciones
definidas sobre los intervalos [ =2, 2 Jy[ 2, 4 ]
2 [ ? :If -2 0 2 4 >X
A(R)= [ (x=2)dx=|x*-2x |, =8

A(R, )=[ (x-2)dx=[x*~2x |, =2
Por tanto,
A(R)=A(R,)+A(R,)=8+2=10u?

—
c. La region del plano cartesiano R definida por f ( x )=x? —4x+3 yelintervalo [ 2 , 3 |
La figura de la derecha muestra la region; el calculo de N
su area se realiza integrando f (X )=x*—4x+3 en
[ 2,3 ] entonces, 1
A( Rl):J‘3 x? —4x +3dx _
2 0 1 2 3 X
:[x2—4x+3]23 =; u2 . \I/

Si f y g son integrables y f >g sobre [ a,b ] entonces, para calcular el érea de la
regién que limitan con las lineas rectas de ecuaciones x=a y x=b se considera el rectangulo
generatriz R;, mismo que tiene base Ax vy altura

N=Yyp — Vint » Sudreaes area [ f (x )—g(x ) JAx
Por tanto, La “suma” de las areas de todos los rectangulos entre Xx=a y x=Db es

A(R)=[71 (x)-g (x)]ax v?
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Ya Ya X
R
Y~y
0 >X 0 { % >X
X=a X=h X=a Ax X=b

Sino ocurre que f > g ,entonces, la regién debe dividirse en subregiones de manera que se cumpla

la condicion sefialada. Un método similar se aplica cuando la regién del plano cartesiano esta
acotada por dos curvas de manera que una de ellas se encuentre a la derecha de la otra,
obteniéndose

A(R)=|

c

“Tf(y)-g(y)ldyu?

x=g(y) ~X=f(y)

A A
/ \ /r.\;,w, v)

;

x ) \

»
e
w
|
try
-
o
-
Il
~
~
i
S
»
>

T |
—
\J

0

‘?_1 EJEMPLO 6. AREA LIMITADA POR DOS CURVAS

1. Calcula el area de la region definida por:
a.Llascurvasde f (x )=-/x, g(x)=2x-1, x=0y x=1sobreelintervalo [ 0, 1 ]

La region se muestra en la figura de la derecha. se cumple a
f> -
gsobre[O,l], 1 f(x)=Vx

por tanto,

1 1
A(R)=[ [ x=(2x-1) Jax=[ (/x —2x+1 )dx

2 o2 2 ° 1 .

=[xm—x2+x} =" 1+1=2y?
3 0 3 3 g(x)=2x-1
/
|

b. Las curvas asociadas a y> =x y x—y =2
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Se intersecansi y> = y+2 0y*—y—2=0, luego, Ya
y=-1e y=2.lLacurvaasociadaa x—y =2 2 x=y2
se encuentra a la derecha de la curva asociada a
y? = x. Las funciones en términos de la variable R
y son, f(y)=y+2yg(y)zyz,entonces, 0 2 . X
2
A(R)=L[y+2—(y2)]dx 1
2 3 2 X-y=2
| Yy 2y — y _9 unidades de area /|
2 3 ], 2
—

f SECCION 2.2
EJERCICIOS 3

1.

a. El area limitada de la regién definida por f ( X ):10—.x el eje de las abscisas y las lineas
rectas de ecuaciones x=2 y x=8

b. El rea limitada de la region definida por f ( x )=x* —4.x+3 el eje de las abscisas y las
lineas rectas de ecuaciones x=0y x=2

c. El area de la regién del plano cartesiano definida por la curva asociada a f ( X )= ;x3 sobre el

intervalo [ -1,2 ] d. El area de la region del plano cartesiano definida por la curva asociada a
f (x)=4-x? sobreelintervalo [ -3, 3 |

e. El 4rea de la region del plano cartesiano definida por las curvas asociadas a f (x )=xy
0] ( X )= \/;

f. El area de la regién del plano cartesiano definida por las curvas asociadas a f ( x )=2-2x*y
g(x)=-1

g. El area de la region del plano cartesiano definida por las curvas asociadas a f ( X ): 2X+2y
g(x)=x*+2

h. El rea de la region del plano cartesiano definida por las curvas asociadas a f (y )=3—y?y
g(y)=y+1
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Entre otras muchas interpretaciones, el area de una region del plano cartesiano puede ser la de
una distancia recorrida o el desplazamiento de un objeto.

] EJEMPLO5. OTRAS APLICACIONES

1. Desplazamiento de un objeto.
a. Un objeto se mueve en una linea recta con velocidad v(t )=6—t metros por segundo, t

representa el tiempo en segundos. Si la velocidad del objeto es positiva significa que se mueve hacia
la derecha, en caso contrario se mueve a la izquierda.

i. Se desplaza en [ 0,6 ]segundos ‘4
6 I 2 T 6
[, (6-t)dt= 6t—- | =36-18=18 metros
L 40
ii. Recorreen [ 0, 6 | segundos 0 o >
6 - 2 6 12
[ (6—t)dt=| 6t—" | =36-18=18 metros.
0 I 2 |, .

12
} = 0 metros.

iii. Se desplazaen [ 0, 12 ] segundos j;z (6t )dt :{ 6t —
0

t2
2
iv. Recorreen [ 0, 12 | segundos, EZ (6-t )dt—J.e12 (6—t )dt =36 metros.

v. Se desplaza (el cambio en su posicién) en [ 0,10 ] segundos

10 '[2 10
[ (6-t )dt:{Gt—z} = 60— 50 =10 metros.
0
vi. Harecorrido en [ 0,10 ] segundos

6 10 t2 6 t2 10
[ (6—t)dt—[ (6-t)dt=| 6t—— | —| 6t—_ | =36+8=44 metros.
° ° 2 0 2 6
8

2
vii. Se desplazaen [ 2 , 8 ] segundos Jj (6t )dt :{ 6t—t2} =6 metros.
2
viii. Recorre en [ 2 , 8 ] segundos

6 o t2 6 t2 8
[ (6-t)dt—[ (6-t)dt=|6t—— | —| 6t—— | =8+2=10 meros.
2 6 2 ) 2 6
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2. Crecimiento.
a.Lafuncion P (t )=43.155%*"" proporciona el nimero de “bacterias / horas”, por tanto, las
unidades de t- P ( t ) son “bacterias”, es decir, para obtener el nimero de bacterias es necesario

integrarla sobre el intervalo de interés.
i. El total de baterias estimadas pasando las 3 horas es

fog (43155027 Jat = 150027 ]3 ~ 206
0

ii. El nimero de bacterias entre las 2 ylas 5 horas es

[° (432556727 )t - 1502077 | ~ 366
2

b. Si M (t )=2.564¢9%%" | describe la rapidez de crecimiento (en gramos) de la masa de un
tumor por afio, entonces, sus unidades son “gramos / afio”. El producto t- M ('t ) tiene unidades

de masa (gramos). Para determinar la cantidad de masa a los t afios se requiere integrar.
i. La cantidad de masa (del tumor) a los dos afios es

J7 (2564609 )at = [100e925%% | < 5.262 gramos.
0

ii. La cantidad de masa del tumor entre los dos y los cuatro afios es
4
[} (25646254 Jat = 1006 0% | ~ 5539 gramos,
2
c. La funcion X ('t )=693.36e%%® modela la rapidez de crecimiento del nimero insectos como
funcién del tiempo (t en horas).

1.5 1.5
i. El nimero de insectos a los 90 minutos es IO (693.36e°'366t )dt = [1894.5e°'366t ] ~1386
0

ii. El nimero de insectos entre la primera y la tercera hora es

[/ (693366025 )dt = 18945603 ]i ~ 2948

f SECCION 2.2
EJERCICIOS 4

1.

a. Un objeto se mueve en linea recta (de izquierda a derecha) con la velocidad v (t )= 4t
metros por segundo, si t representa el tiempo, calcula:

i. Su desplazamiento y la distancia que recorrié 3 segundos después.

ii. Su desplazamiento y la distancia a que recorri6 a los 4 segundos.

iii. Su desplazamiento y la distancia a que recorrié a los 4 y los 6 segundos.

iii. Su aceleracion como funcién del tiempo.
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b. La funcién p (t )=916e"?**", describe la rapidez de crecimiento del nimero de batracios en

cierto lago en el mes t.
i. Calcula la cantidad de batracios a los 6 meses.
ii. Calcula la cantidad de batracios entre los 6 meses y los doce meses.

c. Elmodelo p (t )=2250""", describe la rapidez de crecimiento de una inversion a los t afios.
i. Obten el valor de la inversion a los 5afios.
ii. Calcula el valor de la inversion entre los 3 y los 6 afios.

d. La funcion p ('t )=10000e*%" describe la rapidez de cambio del valor de un solar con el

transcurso del tiempo, t representa el niumero de afios transcurridos.
i. Obtén el valor del solar a los 10 afios.

ii. Determine el valor del solar entre los 4 ylos 5 afios.
-
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SECCION 2.1
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES
C.
A — yA
) f(t)=3 . f(t)=4 f(t)=t+1

2 0 2 t>X 2/ o] 1 ¢ >x
&
A(x)=3x+6 ol o 1
A(x)=4x-4 A(x)=—x2+x+E
d e. f
y y y
A A _1, .3 A
f(t)zz'lt-él , f(t)=5t+3 “~
1 /I/ ’I//|/ \ f(t)=-5t+1
N
P T T
1
1, 1 1
A(x)==x>-Zx+= 1 3,.0° 1
(x) 4 2 " A(X)=§X2+§X+§ A(x)=—zx2+x+1
2.a.i. A(x)=x+6 ii. A(0)=6 unidades cuadradas.
b. i A(x)=£x2—£x+l i A(2)=E unidades cuadradas.
4 2 4 4
c.i A(x)=;x2 i A(3)=2 d.i.A(x)=;x2+x iA(2)=4

SECCION 2.1
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES
f.ai[-1,0],[0,1][1,3] ii. |A|=Ax=2 iii. -8
b.i[0,2][2,3][3,5][5,7] ii|A]=ax=2 iii-31
2.a.i.A(Ri)=3(;‘j ii.S(n)ziZn:l ii. A(x)=3x
i=1

b i. AR )=[ Z(X_l)i+4}(x_1) s (n)= 2001 g AxT) Sy

n n n i1 n ia
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iii. A(x)=x"+2x-3

c.i. A(R ):{( X3 f i2+4}( x-3) i. S(n)= (x-3)° 32 L Ax-3 )anl

n n n i=1 n i=1
i A(x):lx‘°’+4x—g
3 3
: X 1( x Y’ 1 x4 4X &
d.i. A(Ri)z(n)(_s(n) +4J ||s(n)——n4§|3 nizzl"l
4
ii. A ( )=—X4+4x—4
/ SECCION 2.2
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES
1. a. i.0 ii. 0 iii. 0
b.i - [ (3¢ +5x-1)ax i [ ( ;xs—tgx ]dx i, [ [9—3)(‘2)( ]dx
. 8 3 e e 3 3—X
c.i. —L (3x +5x—1)dx i. L (zx —2x+1xjdx iii. L (8+ A jdx
di [ (4 +2x-1)dx=269 ii. [ (e* +4x Jax=e+1 i [ (x-2)dx=-

f SECCION 2.2
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES

l.a. F (x)=3x®-4x+3 b. F’(x):tgx+isentx+2 c. F'(x):\5_6_t2
X

d.F (x)=-2e" +x2 +3ctg x

3 2
2.a.jxt2dt=X—+C b. Ix(t—l)dtzx——x+C c. _fx(et+1Jdt=eX+lnx+C
a 3 a 2 a t

3
d. _[X 1—t2+i dt:x—x—+\&+C e. jx(4et+2)dt=4ex+2lnx+c
a 2\/f 3 a t
f. I:(1+sent )dt=x-cosx+C
3.a. 24 b. -6 C. 221—8In2 d1l
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/ SECCION 2.2
EJERCICIOS 3 SOLUCIONES

1.

a. 30 unidades cuadradas. b. 6 unidades cuadradas. c. 1; unidades cuadradas.
46 4 .

d. 3 unidades cuadradas. e. 3 unidades cuadradas. f. /24 unidades cuadradas.
4 9

g. 3 unidades cuadradas. h. 5 unidades cuadradas.

f SECCION 2.2

EJERCICIOS 4 SOLUCIONES

a.i. 3 metrosy 1; metros. ii. —13? metros y 16 metros. iii. —g metros y 1:2))8 metros.
iv. a(t)=-2t

b. i.15804  ii. 46641 c.i. 211700 ii. 89130 d.i.110517C ii. 31382

UNIDAD 2 !

CONCEPTOS
1. El area de una region en el plano cartesiano se interpreta de acuerdo a

2. Las sumas inferiores e inferiores son casos particulares de:

3. En una particidn regular los intervalos generados tienen:
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4. Para calcular la integral definida es necesario que la funcién correspondiente:

5. En una funcion area se requiere que la funcion tiene asociada la curva limitante sobre [ a , b |

6. En funcion integral, uno de los limites de integracion es

7. En el calculo de la funcidn integral o el &rea de la region limitada, cuando la curva es decreciente
sobre [ a , x ], conviene que la altura del rectangulo genérico sea

8.En F(x )= f (t)dt,lafuncion F ( x ) también recibe los nombres de:
a

9. Una integral se considere como un area cuando las regiones correspondientes

DESARROLLOS OPERATIVOS
10. Utiliza sumas de Cauchy Riemann y calcula el area de la region limitada por

f (x)=x%—4x+3 sobreelintervalo [ 1, 2 |
11. Sean: x =—4, x =4 el eje de las abscisas y la funcién f ( x )= x, calcula:
i. E | area de la region.
ii. La integral.
12. Obtén la funcion derivada F ( x )= [ (8t* +4t+ /t )dt

L ) 1,
13. Evalua la integral I ( —X—=X ) dt

-3 3

PARA PENSAR
14. Calcula el area de la region limitada por las curvas asociadas a
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f(x):—§x2+3y f(x)=-x+3

15. Si j: (2x—4)dx=0, calcula los posible valores de a.

16. Si M (t )=4e%°*, describe la rapidez de crecimiento (en gramos) de un cancer por afio,
calcula la masa del tumor a los t = 2 afios.

17. Un objeto se mueve en una linea recta con velocidad v (t )= 4 —t metros por segundo, t y
te[ 0,8 ] representa el tiempo en segundos. Calcula:

i. Su desplazamiento.

ii. La distancia que recorre.

& scan

Preguntas 1 a 9., un punto cada una.
Problemas 10. a 13. tres puntos cada uno.
Problemas 14. a 17. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se necesitan 23 o mas puntos

4 UNIDAD 2 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. Las unidades asignadas a los ejes coordenados. 2. Las sumas Cauchy Riemann.
3. La misma longitud. 4. Sea acotada e integrable.
5. Sea positiva (no negativa). 6. Variable.

7. La imagen del extremo izquierdo del intervalo. 8. Antiderivada o primitiva.
9. Son orientadas.

DESARROLLOS OPERATIVOS

10. :1), u? 11. . 16 unidades cuadradas. ii. 0

12. F (x )=8x* +4x+ -/t 13.;r

PARA PENSAR

14. 2 unidades cuadradas. 15. -4y 8

16. 108.329 gramos.
17.
i. Su desplazamiento. 0

ii. La distancia que recorre. 8 metros.
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CONCEPTOS

CLAVE

Integral indefinida. Cuando la funcion F ( x )= J:: f (t)dt se considera como “operacion u
operador” y el propdsito es obtenerla conociendo f ( X )
Integrar una funcién. En LX f (t)dt=F ( x ) obtenerlafuncion f ( x )

Antiderivada o primitiva. En una integral, funcién F ( x) (funcién cuya funcion derivada es
equivalente al integrando.

Integracion por cambio de variable o sustitucion. Método de integracién que consiste en sustituir
una variable por otra que desempefia el papel de simplificar el integrando.

Partes. Cada uno de los sumandos en el proceso de integracidn por partes.
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El alumno:

ediatas que incluyan funciones tri-
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El teorema Fundamental del Calculo, puede interpretarse “el obtener la funcidén derivada” e

!

integrar la funcion derivada son procesos inversos entre si, es decir, ( J: f(t)dt j =f(x)

indica que si se integra la funcién f y luego se deriva la funcion resultante, se obtiene la funcién

original f . El proceso de obtencion de la funcion f a partir de la funcion f' se denomina
integracion y la funcion asi obtenida se le llama integral, antiderivada o primitiva de f .

DEFINICION 1 INTEGRAL, ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

La funcion F es la integral (antiderivada o primitiva) de la funcién f , sobre el intervalo 1, si

F'(x)=f(x)paratoda x en I .

(?J EJEMPLO 1. INTEGRALES O PRIMITIVAS

1.
a. Integrales de la funcion f ( x )=5 son

F(x)=5x+5, F, (x )=5x—6, Fy (X ):5X+2y F4(x)=5x+%,

entre otras, en general , si C es “una constante”, entonces,
F ( x )=5x+C eslafuncion integral de f ( x )=5, se escribe, dex =5x+C

—
b. Integrales de la funcion f ( x )=e* son

0=+ Ry (x)=e 425y Fy (x)=e* +8p,
y muchas otras, en general, si C es una “constante”, entonces,
F(x)=e“+C laintegralde f ( x )=e*, se escribe, _fexdx= e*+C
——
Considerando que dos funciones derivables difieren por una constante tenemos la propiedad 1.

PROPIEDAD 1 DIFERENCIA ENTRE DOS ANTIDERIVADAS

F y G son integrales (antiderivadas o primitivas) de f en el intervalo | , si y solo si,
G (x)=F(x)+C paratoda x enelintervalo I , C es una constante.

En la integral de f (x ), es decir, si jf (x )dx=F ( x )+C, el conjunto de funciones

F ( X )+ C recibe el nombre de “familia de funciones”. La siguiente figura muestra algunas de las
curvas asociadas a una familia de funciones.
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'y

C, /\GZ(X):IZZ(X)+ C
C/\

- — >

0 X
/ \Gl(x):Fl(x)+C

G(x)=F(x)+C

Y EJEMPLO2. FAMILIAS DE FUNCIONES
1. Obtén la familia de funciones.

a.Si ( x* ) = 4x°, entonces, [4x*dx=x*+C y F (x )=x*+C es|a familia de funciones.

!
b. Si (senx ) =cos x, entonces, jcos xdx =senx+C , luego F ( x )=senx+C es una
familia de funciones.

En el proceso de integracion suele ser necesario seleccionar una de las funciones de la familia
solucion, si éste es el caso, debe indicarse uno de los puntos del elemento de la familia.

%J EJEMPLO 3. SELECCION DE UN ELEMENTO DE LA FAMILIAS DE FUNCIONES

1. Selecciona la funcién que cumple la condicion.
a.Si IZxdx obtengamos el elemento de la familia (funcion) que contiene al punto p( 0, 1)

Puesto que
I2xdx: x? +C,entonces, F (x )=x*+C

Si contiene a p( 0, 1), entonces F (0 )=1, o bien,
1=(0¥+C=C=1
Lafunciones F ( x )=x?+1

L
b. Si _[(x—l)dx obtengamos el elemento de la familia (funcion) que contiene al punto
p(2,6)
Puesto que

[(2x—=2 )dx=x? —2x+C, entonces, F ( x )=x*—2x+C
Sicontienea p( 2, 4 ), entonces,
4=(2)-2(2)+C=C=0
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La funcién indicada es F ( x )= x* —2x
—
c.Si Iex dx obtengamos el elemento de la familia (funcién) que contiene al punto p( 0, -4 )

Puesto que
[e*dx=e* +C, entonces, F (x )=¢*+C
Sicontienea p( 0, —4 ), entonces,
—4=¢"+C=C=-5
La funcién indicadaes F ( x )=e* -5

SECCION 3.1

EJERCICIOS 1

1. Obtén la familia de funciones que satisfacen:

(2x')

a.
b. (x-1)

c. (1—3x2 )'
d. (senx+x )

2. Selecciona la funcién que cumple la condicién.
a. I4dx y contienea p( 1, -1)

b. I(2x+3)dxycontienea p(2,0)

: J.( 1.2 jdx y contienea p( 1, 4)
X

o

d. j(—senx—l)dxycontienea p( % j

Determine la funcion antiderivada F

f(x )—4x 5 F(0)=1
(x)=8x*-2,F(1)=-

f(x)=-5x*+8,F(0)

f(x) (5

=2senx—-2, F

( x ) que satisface la condicién especifica.
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El proceso de obtencién de Integrales (o antiderivadas) se fundamente en el Teorema
Fundamental del Calculo, integrales de funciones “relativamente complejas” se vinculan con las

llamadas “integrales inmediatas”, mismas que utilizaremos en la obtencion de integrales.
n
+ C , siempre que n = -1

1. Integral de la funcion potencia, j x"dx = 1
n+

2. Integrales de funciones trigonométricas,

[ senxdx=—cosx+C [sec? xdx=tg x+C
J'cosxdx:senx+C J'secxtg xdx=secx+C

2
ICSC x dx=—ctg x+C jcscxdx=—cscxsecx+C

J'secz x dx=tg x+C

3. Integrales de funciones exponenciales y logaritmicas,

e*dx=e*+C
'[ldx:lnxjtc j
X X
1 jaxdx= a +C
_[ dx=1log, x+C Ina
X-Ina

Veamos los siguientes ejemplos.

‘?_1 EJEMPLO 4. INTEGRACION DE FUNCIONES POTENCIA

Integral Reescrita Antiderivada Simplificacion
8+1 9
a. | (x® )dx _X _ X
_f( ) F(x) 8+1+C F(x) 9+C
—4 X_4+l Xi3 1
b. [ (x* )ox F(x)=2 vc F(x)=" +c=-"ss0
1 3 X73+1 Xf2 1
C'IXTdX _[x dx F(x)=_3+1+C F(x):3+C:—ﬁ+C
1 8+1 9
d | —-d 5d _ X _X
Jx5 x  [xd F(x) e F(x)="+C
1 %J'l % 2
eI\xdx J'Xi dx F(X)_)£+1 C F(x)=X§+c=32Jx73+C
1 %+1 1
6
fIGXdX J'XE dx (X):§+1 C F(x)zxg+c=§ x" +C
g J‘ 1 dx -4 q F(X)— X_%Jrl . F( )_X_é B 3 c
%/? J'x X =gt X _—%—I—C——W—I—
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Las propiedad 1. permite integrar funciones polinomiales o como las del siguiente problema.

%J EJEMPLO 5. FUNCIONES RELACIONADAS CON LA FUNCION POTENCIA
1. Integra:

a. .f (3x3—4x2 +x—1)dx:£x4—ix3+£x2 —-x+C
4 3 2

b. I (x5—10x+9 )dx:éx6—5x2+9x+C

c.J' 4eX—§ dx = 4e* -8Inx+C
X

Si es posible reducir funciones racionales y rescribirlas como polinomiales y/o términos de la

1 y . . .
forma — con n positivo pueden tomarse como guia las integrales presentes en el ejemplo 6.
X

M EJEMPLO 6. FUNCIONES RELACIONADAS CON LA FUNCION POTENCIA (NEGATIVA)

|

2
a'f X +2X+1dx:j (x+1) x+1)

dx:J.(x+1)dx:§x2+x+C

X+1 X+1
—
2
bljx'4”+6dxzj(X_3XX_2)dx:I(x—z)dx:lﬁ—2x+C
X—3 X—3 2
—
3 2 2
c.IX _?’)(WL?’X_ldx:J'(X_l)<X +X+1)dx:j(x2+x+1)dx:1x3+lx2+x+C
x—1 x—1 3 2
O ——
EL METODO DE SUSTITUCION

El método de sustitucion se basa en la “regla de la cadena” y consiste en reconocer o construir la
derivada de la funcién que compone a la funcion objetivo.

PROPIEDAD 2 TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE

Sean: g es una funcién cuyo recorrido es el intervalo 1, f integrable en I . Si g es derivable y
F esunaantiderivadade f en I,

siu:g(x)enj f(g(x))g'(x)dx=F (g(x))+C,entonces,
du=g'(x)dxy j f(u)du=F (u)+C
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La figura muestra el proceso de identificacién de elementos en el uso de la propiedad 2.

| funcién externa |

f(g(x))g’(x)dx=F(g(x))+C

t 4

I funcion interna I derivada de la
funcion interna

] EJEMPLO7. CAMBIO DE VARIABLE

1. Utiliza el teorema del cambio de variable.
a. j <x3+x2 )8(3x2+2x )dx
El integrando tiene laforma f (g ( x ) )g ' ( x ) con

g(x)=x3+x>y f(x)=x portanto, g'( x )=3x*+2x y
f (g(x))g'(x):(x3+x2 )8(3x2+2x )
entonces,

If (g(x))g'(x)dx:j (x3+x2 )B(3x2+2x)dx:gla<x3+x2 )9+C

I
b. | 10" dx
El integrando tiene laforma f (g (x ) )g'(x )con g (x )=10x y f (x )=¢*,
asi g'(x)=20y f(g(x))g'(x)=¢€""(10),entonces,
[ 106" dx=e'™ +C
I

c.f4sen4xdx

El integrando tiene laforma f (g (x ))g'(x )con f (x)=senxyg(x)=4xy
9'(x)=4y f(g(x))g'(x)=sen4dx(4)=(4 )sen4sx

entonces, j 4sen4x dx =—cos 4x+C

La propiedad 2. aumenta su utilidad si se escribe en términos de la “variable u” y de
“diferencial du (o de cualquier otra variable conveniente).

PROPIEDAD 2.a TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE O SUSTITUCION

Sean u=g(x) Yy du=g(x)dx en I f(g(x))g'(x)dx,entonces,j f(u)du=F(u)+C
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]  EJEMPLOS. UNANUEVAVARIABLE

1. Integra
af senx )*( cosx ) dx

Sea u = sen x, entonces, du = cos x dx y

[ 2(senx )*(cosx )dx=2[ u* du:§u5 +C,

en términos de la variable x, | 2( senx )*( cosx ) dx = g( senx )° +C

|
b, J. 3X +1dx
X3 +x
Sea u = x* + X, entonces, du = (3x +1)dx luego, J. 1dx=.[ di:lnu+C,
X3 + X u
3x% +1
en términos de la variable x, I dx _I — In‘x +x‘+C
X3 + X
|

c. I ( 2-3x? )3x dx
Si u=2-3x?, entonces, du=—6x dx, al integrando “le falta el factor —6”, por tanto, conviene

multiplicar la integral por 1 = _g

j ( 2-3x2 )3 dx::gj. ( 2-3x? )3 dx:—éj —6x(2—3x2 )3 dx

Si u=2-3x%y du=—6dx, entonces,

_[ ( 2-3x2 )3 dx:—flsj' us du:ljl:)+C:—(2_36X2)4+C

d. 'f ( x+1)sen( x2+2x+1)dx

Sea u = x* +2x+1, entonces, du=( 2x+2 )dx=2( x+1 )dx, por tanto, debemos multiplicar

la integral por 1:%,

_[ (x+1)sen(x2 +2x+1)dx:;_[ 2( x+1)sen( X +2x+1)dx
En términos de u,,

I(x+1)sen(x +2x+l) fsenudu_—;cosu+c

en términos de X, _[(x+1)sen(x2+2x+1)dx:—;cos(x +2x+1)+C
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e. I sen x e 2% dx
. . . 2
Sea u =-2 cosx, entonces du = 2sen x , es necesario multiplicar la integral por 1= 5

I sen x e 268X dx:lj 2sen x e 2008 dx:l.[ U du=TelsC = to200sx, C
2 2 2 2

f. 2¢ g

e

Sea u =1+ x>, entonces, du = 3x2dx , por tanto, conviene multiplicar la integral por 1 = 2

—_[ du 2'[ u_idu::u%+c:g\/l+x3+c

2
Im I 1+x

g. El cambio de variable u = ax en las integrales:
Iea" dx, Isen ax dx, Icos ax dx, _[tg ax dx, Iseczax dx y jcsczax dx
conduce a:

1 1
jeaxdx “e*4+C jsenaxdx_——cosax+C cos ax dx = —senax+C,

a a a
1 2 2 1
jtg axdx=gln\secax\+c,jsec axdx:—tg ax+Cyjcsc axdx=-—ctg ax+C
a a

respectivamente.
1

Puede ocurrir que el integrando no presente la forma f (g (x ) )g ( x ), sin embargo, un
cambio de variable apropiado simplifica su evaluacion.

%‘J EJEMPLO 9. OTROS CAMBIOS DE VARIABLE
1.
a j X+4
X+l

_[\)/(gd —Iu+3 J.(ué—3u_§jdu

—6u? +C—§(x+1)g—6(x+l)§+c

dx. Sea u=x+1, entonces, du=dx y u=x+1 obtenemos x =u-1

N\w‘ NI

b. _[ X~/2X + 6 dx
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Sea u=2x+6, entonces, du=2dx y dx = ;du . Elintegrando contiene el factor x, por tanto,

. - . u-—-=6
conviene escribir X en términos de u . De u = 2x + 6 obtenemos X = 5

La integral en términos de la variable u es

JX«/2X+6dX:I u;6 uO;u:iJ.(ug—Gu;-jdu

njot

3
1 2 1( 2
~ 1 l2x+6 ) —af(2x+6 ) +C
10\ \
]
c I X1 4y
" ox+3

Sea u=x+3, entonces, x=u—3 y dx=du. El numerador del integrando en términos de la
variable u es 2x-1=2(u—-3)-1=2u—-7

J- 2x—1dX:;J~ 2u—7du:J'(2_7)du:2—7lnu+C,

X+3 u u
por tanto,
[ 2L ax=2-7In| x+3|+C
X+3

Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente estrategia como intento de calculo de una integral
indefinida por medio de una sustitucion.

ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL
UTILIZANDO UN CAMBIO DE VARIABLE
o Simplifica el integrando tanto como sea posible.
o Elije como sustitucion u = g ( x ) la “funcion interna” de la composicion del integrando.
e Calcula du= g'( X )dx, si observa que es proporcional al factor de la funcion externa del
integrando, el método es el adecuado.
e Reescribe el integrando en términos de la variable u y calcula la integral.
e Reemplaza u por g ( x ) y obtén la integral en términos de la variable x
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/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 2

1. Integra
a I—ie‘4xdx 1Y) 1 (1+Int )°
' g.j(t—tj [1+t2jdt § Ifdt
b.
J1+x h Isenﬁdt m. JCOS(:’”'”X)dX

3x? X N 210X
C'I 3., 42 . ccos(Int) n [ X% dx

X1+X Ij.tidt X +1
d. [-sen(Inx )dx, ; o J»2x+3dx

X Rl e

e. [(5-8x )°dx

> Sens
f. [ +3x (2x+3 ) dx um

p. Ix\/1—4x dx

EL METODO DE INTEGRACION POR PARTES

En muchos casos, el problema de integrar funciones, que pueden tratarse como productos de
dos de ellas, se soluciona utilizando el “método de integracion por partes’. Este método de
integracion se fundamenta en: el Teorema Fundamental del Célculo y en la propiedad de la funcion
derivada referente a la derivada de un producto de funciones.

PROPIEDAD 3 METODO DE INTEGRACION POR PARTES

Si u y v son funciones con variable x y tienen derivadas continuas, entonces,
judv = uv—J'v du

ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL
UTILIZANDO INTEGRACION POR PARTES

e Selecciona uno de los factores, el que sea relativamente mas sencillo de integrar,
denominelo dv e intégrelo para obtener la funcion v ; el otro factores u .

e Determina el producto uv .

e Deriva el factor u .

e Obtén vdu.

e Forma la expresion judv = uv—J'v du y simplificala.
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E EJEMPLO 10. INTEGRANDO POR PARTES

1.

a. f 4xe® dx

Ambos factores x y e%* se integran facilmente, sin embargo, el proceso de derivacion simplifica a
x y dejaa e®* practicamente igual, por tanto, sean

u=xydv=e¥dx,luego du=dx y v= Ie3xdx = ge” , por tanto,
I 4xe® dx = 4Iudv: 4uv—4_[v du=4xe¥ _ﬂj'eSde
3 3

=ixe‘°’X —4( 1e‘°’X )+C =1xe‘°’X —Ee3X +C
3 303 3 9

b. 'f 2X cos8x dx

Ambos factores 2x y cos8x son “faciles” de integrar y derivar, sin embargo, derivar simplifica a x
y conserva la dificultad de cos 8x, sean

u=2xy dv=cos 8xdx, entonces, du=2dx y v= jcosSx dx:;senSX :
asi
1 1 1 1
j 2Xc0s8x dx = 2x —sen8x—j2—sen8xdx =-—xsen 8x+—cos8x+C
8 8 4 32

]
c.I Inx dx

No conocemos la integral de f ( x )=1Inx, la Ginica eleccion posible de las partes son
u=Inxy dv=dx, entonces, du = )1(dx yv=x,
por tanto,
_[ Inx dx = xlnx—_[x)l(dx:xlnx—x+C

| 0000
1
El proceso de integracion puede implicar una nueva integracion por partes.

E EJEMPLO 11. NUEVA INTEGRACION POR PARTES

a. I x% senx dx
Sean u; = x? y dv, = senxdx, entonces, du, = 2xdx y v, = Isenxdx =—COSX Y

J' x2 senx dx = —x? cos X + ZI X C0S X dX,
la integral de la derecha también se obtiene integrando por partes.
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Sean:
u, = x y dv, =cosxdx, entonces, du, =dx y v, = Icosxdx = senx,
por tanto,
J' x? senx dx = —x? cosx+2[xsenx—_|'senx de 0
_[ x? senx dx = —x?cos X + 2xsenx + 2cos X+ C .
|
b. j x%e* dx
Sean u, = X y dv, =e*dx, entonces, du, = 2xdXx, v, = jexdx: e’y
J' x%e* dx = x2e” —2'[ xe*dx
La integral de la derecha se obtiene integrando por partes, sean
u, = X y dv, =e*dx, luego, du, =dx, v, :J.e"dx:eX y
I x%e* dx = x2e* —2J‘xe"dx=x2ex —2[xeX —J'eX dx]
= x%e* —2[xeX —e* ]:xzeX —2xe* +2e* +C
—————

El proceso de integracion por partes puede conducir a una integral que difiere en una constante
de la original, por tanto, deben reducirse términos semejantes.

‘?_1 EJEMPLO 12. REDUCCION EN INTEGRACION POR PARTES

1.
a. I e* sendx dx

Sean u; =e* y dv; =sen4xdx, luego, du, =e*dx, v, = —icos 4x y

J. e*sendx dx = —iexcos4x + 411_[ e* cos4x dx

La integral de la derecha tiene la misma dificultad que la original, integramos nuevamente por partes,
sean:

1
u, =e* y dv, =cos4xdx, entonces, du, =e*dx, v, = Zsen4x y

jexsen4x dx=— L e*cosdx+ 1exsen4x+£'f e“sendx dx |+C,,
4 4| 4 4

el desarrollo de los productos da
I e* sendx dx = —Eexcos4x + iexsen4x + ij' e* sendx dx+C,
4 16 16

si reagrupamos términos semejantes obtenemos
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BI e* sendx dx = —Eexcos4x+ iexsen4x+C1, luego
16 4 16

je"sen4xdx=§ —Eexcos4x+iexsen4x +C
17 4 16

b j e cosx dx

Sean u; =e™ y dv; = cosxdx, entonces, du, = 4e**dx, v, = senx y
f e cos xdx =e**senx —4_[ e senx dx
En la integral de la derecha sean:
u, = ey dv, = senxdx, entonces, du, = 4e™dx, v, = —cos X y luego
I e cos x dx = e*senx —4[ —e™cos x + 4j e cos x dx J+ C,,
0 bien,
_[ e* cos xdx = e**senx + 4e**cos x —16I e cosxdx+C,

simplificando obtenemos
17I e* cos xdx = e**senx + 4e**cos x + C,, o bien,

I e* cos xdx = 117[ e**senx + 4e*cos x ]+C

—————

SECCION 3.1

EJERCICIOS 3
1. Evalla la integral utilizando integracién por partes.
a. Ixe“zdx e. Ix“lnx dx h. _[xsen( 3x )dx
b. J‘37>X<dx f. [eX(x+2 )x i. [ x* sen2xdx

e :
. | xcos( x+1 )dx . | ( 2+ x )log, 2xdx

c. [ 8o g [ xcos( x+1) i [(2+x)log,

d. szlogz X dx
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El célculo diferencial trata sobre el estudio y construccion modelacion de situaciones que
involucran una razon de cambio instantaneo o puntual, el calculo integral se vincula con procesos
acumulativos, sin embargo, ambos tipos de procesos se relacionan mediante el Teorema
Fundamental del Célculo.

E EJEMPLO 1. INTEGRALES O PRIMITIVAS

1.
a. La curva asociada a la funcion f (' x ) contiene al punto p(1,1 ). Las pendientes de las lineas
rectas que son tangentes en cualquiera de sus puntos se comportan de acuerdo a m;y =3x-1.
Para determinar la funcion es necesario calcular
f(x )=.fmtdx,esdecir, f(x ):I(Sx—l Xx,

la integracion requiere utilizando integrales inmediatas.
Se obtiene

f(x)=3x*-x+C
Con f (x )=1cuando x =1, obtenemos, 1=3(1 }*—(1)+C, obien, C=—1
La funcién solucion es

f(x)=3x*-x-1

b. Desplazamiento de un movil

- . . dx ,
Un mévil se desplaza horizontalmente con velocidad v ( t )= prn 9.81t -5 a partir x=2. Para
determinar la funcién x (t ) que describe su posicion del movil en cualquier instante es necesario

integrar la funcién

v(t):z)t(:Q.S]I—S,

misma que se obtiene utilizando integrales inmediatas, por tanto,

x (t )=j(9.811—5)dt=9'2mt2—5t+c

Si x=2 cuando t =0, entonces,

2:9'281(0)2—(O)t+C,obien, Cc=2,

por tanto, la funcion que describe el desplazamiento del mévil es
x (t )=9'281t2—5t+2

c. Desplazamiento de un movil
Una particula se desplaza a lo largo de un eje coordenado y su aceleracion esta dada por la funcién

a(t)=(t+4 )" metros por segundo al cuadrado. Si su velocidad inicial es 8 metros por
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segundo. Para determinar la funcién que describe su velocidad, utilizamos el hecho de que la

., . dv
aceleracion de la particulaes a = at’ por tanto,

?{:(t+4)’3 , bajo la condicién v (0 )=8

Entonces,
v(t)=[(t+4)"dt

Si aplicamos integracion por cambio de variable obtenemos v ( t ): - ;( t+4 )‘2 +C

Con v ('t ):—;(t+4 J?+C yv(0)=8, obtenemos v ( t ):—;(t+4 )‘2+21567

d. Ley de enfriamiento de Newton.

La rapidez de cambio de la temperatura del objeto T (con respecto al tiempo t) es directamente
proporcional a la diferencia entre: la temperatura del objeto y la temperatura del medio).

Solucién

La ultima frase significa

T (t ): K(T — Tinedio )
El proceso de obtencion de la funcion T ('t ) requiere resolver las integrales

dT
'[dt ! '[T _Tmedio

La primera integral es inmediata y la segunda requiere el cambio de variable u =T — T, .4i0

jdt=t+(:1ijdTr

~ 'medio

= In( T _Tmedio )+C2

—
e. Crecimiento proporcional.

Sea M (t) la cantidad de masa que estd aumentando o disminuyendo, Suponiendo que la
cantidad de masa estd cambiando instantaneamente M '(t ) es proporcional a la cantidad de
masa M ('t ), obtenemos el modelo

M (t)=KM(t).
En el proceso de obtencidn de la funcion M (t ) requerimos resolver las integrales

Idty O:\';A

Ambas integrales son de resolucion inmediata y
dMm
dt=t+C ——=InM +C
j 1Y I M 2

——
f. Ley de Torricelli

La Ley de Torricelli afirma:’la razon de cambio del volumen de agua con respecto al tiempo en un
tanque que se esta vaciando, es proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad del agua”.
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Un tanque cilindrico con radio de longitud ﬁ centimetros y 16 centimetros de altura, inicialmente
T

lleno, tarda 40 segundos en vaciarse. Para obtener la funcién que describe el volumen en el

. .o dVv .
tanque, aplicamos la ley de Torricelli (:jt =k-/h, porotra parte, el volumen del cilindro es

2
V=rrth=r 2 | h=100n, entonces, h=_"
N 100
Con las ecuaciones avi =k-/h yh= v obtenemos av =k ﬂ 0 bien,
dt 100 dt
1
V 2 d—V:kldt con k; LS
dt 10

la integracion requiere integrales inmediatas,
1
[V 2dv =k, dt,
G,
2)
De la condicion V (0 ) =16, obtenemos 16 =( (0 )k, +C, ), o bien, C, = 4, por tanto,
V(t)=(kt+4 Y

De la condicién V ( 40 )=0 obtenemos 0= ( 40k, +4 ' y k, = — —

V(t)=(—110t+4j2

1
estoimplica 22 =k t+C,obien, V (t )=(kt+C, J (con k, :kzl yC, =

La funcién es solucién es

En general, integrar funciones es “todo un arte” y requiere de gran experiencia; existen muchos
métodos y formas, en esta obra so6lo tramos lo basico.

En la presente seccién no proponemos ejercicios.
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SECCION 3.1

EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

1.a. F(x)=8x+C 2.a. F(x)=4x-5 3.a. F(x)=2x—5x+1
2 2 _ _ 4
b F(x)=X —x+C b-F(X)—x2+3x 10 b F(x)=2x*-2x+4
, F(x)=x*+3x-10 ¢ F(x)=-x°+8x-2
F(X)ZCOSX_HZJF% d. F(x)=-2c0sXx—2x+ 271

SECCION 3.1
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES

1. a. j—4e‘4xdx:e_4X+C i. jcos(tlnt)dt:sen(lnt )+C

b,

1+4x—|n\1+4x )+cC

" j.Isene dx_—cos( x )+C
3x2 + 2x
c. dex:ln‘ x3 + x? ‘+C K. _[ /% ;\/W+C

d. j—)l(sen(lnx Jdx=cos(Inx )+C

I'I 1+lnt)

dt = 7(1+Int) +C

m.ICOS(SHnX) 1

e. [(5-8x )3dx=—i(5—8x ) +C
32 dx=—sen(3+Inx )+C
10X 10
n J.X dx=x+In| x+1|+C

f.J'«/x2+3x (2x+3)dx=
X+

o f[ - 122 vc |

h. jsenIdt——Zcos\f+C X+6

w| N
N

(x2+3x )3 +C

dx:2x—9|n\ X+ 6 \+C

3 3
p. [x:/[1-4x dx=610[ ~10x(1-4x )2 —(1-4x )2 j+c

/ SECCION 3.1
EJERCICIOS 3 SOLUCIONES
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1.a. | xe**?dx = xe**? —e**2 +C x> 1
-[ e.jx4lnxdx=—lnx——x5+c

3X _ —X —X
b. .[erX__Bxe —%+C f.fe*(x+2 )dx=e*(x+1)+C
C.ISXXdX=i(X8X)—i8X+C Q-J'xcos(x+1)dx:xsen(x+1)+cos(x+1)+C
In8 In*8
h.fxsen( 3x )dx:—;xc033x+;sen3x+c

1 1
d. | x?log, xdx==x%log, x————x3+C
I 9z 31092 TG0

i.J.x2 sen2xdx = —£x2c052x+3xsen2x+ lcost+C
2 2 4
jJ.( 2+ x )log, 2xdx:i( 2+x)2In2x+£( 2+x)+C
In2 183

UNIDAD 1 g

CONCEPTOS

1. ¢ Qué propiedad justifica los “métodos de integracidn?

2. ; Codmo se define la funcién integral?

3. ; Qué relacion existe entre dos funciones integral y las primitivas de un mismo integrando?

4. ; En qué consiste el método de integracién llamado sustitucion o cambio de variable?

5. El método de integracion por partes puede ser Util si el integrando de una integral (indefinida) se
interpreta como:
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DESARROLLOS OPERATIVOS
6. Integra _f( 8X +2 )( 32Xz+xjdx 7. Integra I( 1F+2X—|093X jdx
A/ X

e” +ﬂ
8. Integra X dx 9. Integra /X+3 | x+2 )dx10. Integra | xcos2xdx
: I e* + 4Inx 9 I<\ X ) g I

§&  scan

Preguntas 1 a 5., un punto cada una.
Problemas 6. a 10. tres puntos cada uno.

Para acreditar se necesitan 15 o0 mas puntos

D/ UNIDAD 3 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. El Teorema fundamental del calculo

2. En una integral definida uno de los limites de integracion es la variable independiente.
3. Difieren en una constante.

4. En reconocer o construir la derivada de la funcién que compone a la funcidn objetivo.
5. Un producto de funciones.

DESARROLLOS OPERATIVOS

6. [(8x-+2 )( 32X2+dex= 2 gt
In3

7.J' i+2x—|og3x dx:2ﬁ+x2—xlog3x+ix+c
/X In3
X4
8.j B dx:ln‘ex+4lnx‘+c
e* +4Inx

9. j(m)(xu)dx=§(x+z)(x+3)3_(x+3)§+c

10. Ixcostdx=;xsen2x+ +C

4c0S2X
[
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Modelo. Funcion que describe la relacion entre dos variables..

Prediccion. Evaluar una asignacion a la variable independiente en un modelo.

Notacion de Leibniz. La funcion derivada en términos de diferenciales.

Ecuacion diferencial. Ecuacion que incluye una o més derivadas de una funcién.

Condicion inicial. Cuando se asigna a la ecuacién diferencial un punto especifico o un valor a la
variable independiente de la funcion desconocida y la imagen correspondiente,

Solucién general. El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion diferencial, se manifiesta
agregandole una constante a la funcién solucién.

Separacion de variables. Uno de los métodos de resolucidn de una ecuacion diferencial.
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4.1 ANTEGEDENTES Y
TERMINOS

APRENDIZAJES

El alumne:

1. Identifica que cuando la rapidez de cambio de una funcion es
proporcional a la misma, se puede modelar a traves de la ecua-
cion: —r =kp(t).

2. Emplea el método de separacion de variables para resolver la
ecuacion: d_pdu =kp(t) y lo aplica en algunos ejemplos.

3. Identifica que la solucion general del modelo dplt) =kp(t)es

Tt
una familia de funciones definida por los valores de C.
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!
Bajo condiciones especificas, la funcion f tiene asociada la funcién f misma que se llama
funcion derivada y describe la rapidez de cambio instantdneo o puntual de f en el numero X de su

dominio. Por otra parte, la funcion f " también se representa en la forma f - (;h; notacién debida

a Leibniz, en donde df y dx se leen “diferencial de f "y “diferencial de x ., las diferenciales df
y dx suelen interpretan como “cambios “infinitamente pequefios” de las variables f y x, su uso es

comun en ramas de la matemética que se vinculan sélidamente con el calculo (por ejemplo, las
ecuaciones diferenciales).

DEFINICION 1 VARIACION DIRECTA Y VARIACION INVERSA

La variable f es
a. Directamente proporcional a la variable x, si existe la constante k = 0 ,tal que, f =kx

x | =~

b. Inversamente proporcional a la variable x, si existe la constante k = 0, tal que, f ( X ):

Con base en la definicion 1., interpretamos f ( x )= kf :
“la rapidez de cambio instantaneo (o puntual) de la funcién f es proporcional a f , en términos de

la notacién de Leibniz la escribimos Zlf = kf

X
‘?_1 EJEMPLO 1. RAPIDEZ DE VARIACION
1.

a. La rapidez de cambio de la temperatura T de un objeto es directamente proporcional a su

temperatura se escribe ?;[— =KT

|
b. La rapidez con que cambia la masa de un objeto es directamente proporcional a la masa se

representa d—M =kM
dt

|
¢. La rapidez de cambio de la temperatura del objeto T (con respecto al tiempo t) es directamente

proporcional a la diferencia entre: la temperatura del objeto y la temperatura del medio).
Simbélicamente se escribe, T (t )= K(T =T, .4 ), 0 bien, (jj-tr =K(T -Tyeq0 )

I
d. Si M(t) describe la cantidad de sustancia presente en el tiempo t, entonces, M ('t )

proporciona la rapidez con que cambia la cantidad de sustancia en el tiempo t. M'(t ) es
proporcional a la cantidad de masa M ('t ) presente, obtenemos el modelo d(:\:l =kM(t)
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e. La funcion P(t) describe el cambio de un principal t segundos después de haber sido
Suponiendo que la rapidez del crecimiento del monto es directamente proporcional al principal,

entonces, el modelo que describe tal situacion es (ZI: =kP

DEFINICION 2 ECUACION DIFERENCIAL, SOLUCION

i. Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra a una funcion y su(s) derivada(s).
ii. Una solucién de una ecuacion diferencial en la variable desconocida f y la variable

independiente x es una funcion f ( X ) que satisface la ecuacion diferencial para todos los valores
de x.

ii. Si inicialmente, la funcion solucion de una ecuacién diferencial tiene asociada una condicion
(lamada condicién inicial) se tiene un problema de “valor inicial”; la solucion de un “problema de
valor inicial” se conoce como solucién particular.

La solucion de una ecuacién diferencial es particular si ademas satisface una condicién
especifica; la solucion general es la familia (conjunto) de todas las soluciones.

y y
A
familia \\/ solucién
de Yo = particular
soluciones

/
\

‘?_1 EJEMPLO 2. ECUACION DIFERENCIAL Y SOLUCION

1.
daf 1 .. , , df 1
a. o X Utilizamos el teorema fundamental del célculo (integrando) en Fiaies obtenemos la

solucion general f( x )=Inx+C.
|

b. gi:l+ Cos X . Integrando 31:1+ cos x obtenemos la funcion f( x )=x+senx+C, es

decir, la solucién general.
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c. ﬁ:4—x2. Si en 3];:4—x2 aplicamos el teorema fundamental del célculo (integrando)

dx

X3

obtenemos la solucion f ((x )= 4x - 53¢

|
2. Obtén la solucion particular.

a. ((ji =2 con f(0)=4. Integrando 2:; =2 obtenemos la solucion general, f (x )=2x+C

Por otro lado, f (0 )=4 significa: x=0y f(0)=4, por tanto,
4=2(0)+C < C=4,lasolucion particular correspondiente es f ( x )=Inx+4

—
b. 2e2x—2+31=0 con f(0)=0
e 2+ 9 _o o 9 - ge2 n o f(x )=—§ezx+2x+c
dx dx 2

Con la condicion inicial f (0 )=0, obtenemos
0=—3¢20) +2(0)+C,obien, C = E por tanto, f ( x )=—§ezx Foxed
2 2 2 2
—
df

c. —
dx 2x-6
Por el teorema fundamental del calculo obtenemos

y contiene al punto p,(4,-4 )

Pl . 1
f(x):jﬂdt,oblen, f(x )=§In\ x=3|+C

po( 4,—4) significa: x=4y f(0)=—4, por tanto, —4=;In 4-3|+C & C=-4

La solucién particulares f ( x )= ;In x-3|-4

/ SECCION 4.1
EJERCICIOS 1

1. Proporciona una ecuacion diferencial que describa:

a. La cantidad de bacterias en un cultivo crece, en cada momento, a un rapidez directamente
proporcional al niumero de bacterias presentes.

b. Cuando los factores ambientales imponen un limite superior sobre su tamafio, la poblacion crece
a un ritmo que es conjuntamente proporcional a su tamafio actual y a la diferencia entres su limite
superior y su tamafio actual.
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c. La rapidez con que se propaga un virus es proporcional no solo a la cantidad x de personas
infectados y a la cantidad de personas no infectados. Suponga una poblacién de 8000 personas.

d. La rapidez con el que se propaga una epidemia en una comunidad es conjuntamente proporcional
a la cantidad de residentes que han sido infectados y al nimero de residentes propensos a la
enfermedad que no han sido infectados.

e. La rapidez a la que las personas oyen hablar sobre un nuevo aumento de precios es proporcional
al numero de personas en la ciudad que no han oido hablar al respecto.

2. Determina la solucién particular.

df 1 _ df

a. dX_X—4’ f(5)_2 d.d7—2_x,p0(l,—l)
df s df

. = 2X+2 = = L =4%

b ix COS 2X + ,f(zj 4 e ix 4%, po(0,4)
df X df X

_— = f.iz 0,1
=5 1(0)=1 4= Xe" po(0.1)

Los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales son diversos y variables, sin embargo,
solo revisaremos superficialmente el conocido como separacion de variables.

DEFINICION 3 SEPARACION DE VARIABLES

Si una ecuacion diferencial que se puede escribir en la forma If (y )dyzfg (t)dtse
denomina separable.

Una ecuacion diferencial escrita en la forma I f(y )dyzjg (t)dt puede integrarse
inmediatamente y asi obtener la solucion general.

%J EJEMPLO 3. SEPARACION DE VARIABLES

1. Separa variables y resuelve.
a f :2x( i )Z con f(1)=1
Rescribimos f = 2xf? en forma 3]; = 2xf 2

df

Separamos variables dr. =2xf? < —. =2xdx
dx f2

1
x> +C

Integramos I (fjfZ:J.Zde & —::x2+C,portanto, f(x)=-

Por la condicién f (1)=1, tenemos, 1= —121(: ,0bien, C =-2
+
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., . 1
La solucion particulares f (x )=——
X +C
I

df
b. —=5f,con 0,2

dx po( )

: df df
Separamos variables, obtenemos Foie 5f & + = 5dx
X
df
Integramos -[T: JS dx < In f =5x+C,,
Rescribimos f ( x )= < f( x )=e%e”™ < f(x )=Ce™
De p,( 0,2 ) obtenemos 2=Ce*°), o bien, C =2
La solucién particular es f ( x )= 2™
I
LI po(—3,5)
Tdx x+4' 0 ’
Separamos variables, obtenemos df. = 1 & df = dx
dx x+4 X+4
dx

Integramos |df = |—— < f(x )=In| x+4 |+C

d I I X+4 ( ) ‘ ‘

Con po(—3,5 ), obtenemos, 5=1In| —3+4 |+C obien, C=5
La solucion particulares f( x )=In| x+4|+5

f SECCION 4.1
EJERCICIOS 2

1. Separa variables y resuelve.

a. f =4xf?con f(0)=2 d,g‘;:_z( f+4),con py(1,1)
df

b. '\ =-2f ,con py(0,4) e. (1+x )df = fdx, con py(3,8)
df 1 f. 2xdx+4f2df =0, con py(0,2)

af 1 B 2 ) 0 '

¢ =g o0 Po(-5.2)



4.2 UN MODELO DE
GCREGIMIENTO Y
PREDICCION

APRENDIZAJES

El alumno:

4. Considera las condiciones iniciales para obtener una solucion parti-
cular que representa a la situacion, dada y llega a un modelo del tipo
plt) pne'“.

5. Utiliza el modelo para hacer predicciones sobre el comportamiento
general y puntual de la situacion.

6. Distingue la diferencia en el comportamiento del modelo P (t)= IJIJF-"‘t
dependiendo del signo de k y lo que esto significa en las situaciones
modeladas.

7. Reconoce la importancia del modelo p(t) = pne“' :




100 UNIDAD 4 MODELOS DE CREDIMIENTO Y PREDICCION

El problema de valor inicial di): kp sujeto a p ( 0 ): P, recibe el nombre “modelo de
crecimiento (o decremento exponencial) y en una primera aproximacion (un tanto burda) se utiliza en
la descripcion de situaciones relacionadas con crecimientos y/o decrementos de: poblaciones,

sustancias, temperaturas, entre muchas otras.

rapidez de cambio —
instantaneo de p proporcional
v —
d y
o _¥

dt T
constante de
proporcionalidad

La solucién del modelo (jji) =kp, sujeto a la condicion inicial p (0 )= p, se obtiene
aplicando el método de separacion de variables.
oo Pt J'd—pz.[kdt o Inp=kt+C < p(t)=er" =gek
dt p p
La ultima ecuacion es equivalente a
p(t)=Ce"
Con el uso de la condicién inicial obtenemos la solucion

p(t ): poekt

PROPIEDAD 1 SOLUCION DEL MODELO DE CRECIMIENTO EXPONENCIAL

Sea Zfz kp, tal que p (0 )= py, entonces, p(t )= poe*'

En la propiedad 1, la funcién solucién p (t )= p,e*':
i. Si k > 0, es creciente.
ii. Si k <0, es decreciente.

t
|0(t)A p( )A
A
1
Y
‘\
\“
k>0
f)f" Nk <0
4—-"" :
0 >t 0 >t
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E EJEMPLO 1. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO EXPONENCIAL

1.

a. Inicialmente un cultivo tiene 20000 bacterias que se reproducen en proporcion directa al numero
de ellas, ademas su numero se incrementa tres veces cada 20 horas.

i. Dado que el nimero de bacterias crece de exponencialmente, entonces, p ( 0 )= 20000y

‘;i’ = kp tiene solucién general p (t )=20000e""

Por otra parte,
p (20 )= 60000,
por tanto,
60000=20000e%* , de donde, 3 =e?%
0 bien,

1
In(3)=20k y - n(3)

Sustituimos el valor de k en la solucion general,

t
1

—In(3
p(t)= ZOOOOe{ 20" )} —=20000( 3 ), o bien, p(t)=20000(3 )z
ii. Transcurridas
t=40
horas se predicen
40 .
p ('t )=20000( 3 ) =18000 bacterias.

|
b. La poblacién de personas en cierta region del mundo, al comienzo del afio 2000 fue de 4000

millones. Al inicio de 2001 fue de 4130 millones, suponiendo vélida la ley de crecimiento
exponencial.
i. La constante de crecimiento k y el modelo de crecimiento exponencial consideremos que:
t =0 corresponde al afio 2000, entonces, y (0 )= 4000
t =1 corresponde al afio 2001, entonces, y (1 )=4130
El modelo que describe el comportamiento de la poblacién es
‘(jf: kp sujetaa p(0)=4000y p(t)=4000e""

De la condicién

4130=4000e*(),
obtenemos,

k=1n4130_ 103108
4000

El modelo de crecimiento es
(;f =0.03198p con solucién p (t )=4000e%031%t
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¢. Como causa de un accidente nuclear quedé en la atmosfera Cesio radiactivo 137. La vida media
del 1¥'Cs es 28 afios.
i. Determinemos la constante A de desintegracion del **’Cs y las caracteristicas del modelo

exponencial,

(ZT:—/IN con N(0)=Ny y N(t)=Nye™

La vida media del **'Cs es 28 afios, entonces,
N(28)= 1 Ny, o bien, lN0 =Nye ?® < In 1_ o y A —— L nt_o000476
2 2 2 28 2
por tanto, el modelo de decaimiento

(jjlj =-0.02476N con N (0 )= N, ysolucion N (t )= Nye 2047

ii. Para determinar el tiempo t, transcurrido para que solamente quede un quinto de la cantidad

inicial de 3'Cs , es deir,
1

N ( 5 ): gNOv
tenemos:
éNo — Ne 0024780 é:e—o.ozueto et _0.02476,,
asi,
ty = —;In E. 65.0015 afios.
0.02476 5

—
d. Una sustancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a su cantidad presente. Inicialmente
hay 50 miligramos de la sustancia y después de cuatro horas sélo queda el 80%.

i. Sea N (t ) la cantidad de la sustancia existente en el tiempo t. En el modelo

aN_ N y N(t)=Nye ™
dt
Inicialmente
t=0y N, =50,
entonces,
N (t)=50e*
Si en t =4 horas queda el 80% de la sustancia (( 0.80 ) 50 )= 40miligramos), entonces,
40=50e* = A=-In20 - 005578
4 50
Asi,

N (t )=50e %", t representa el iempo en horas.
ii. La estimacion de la cantidad de sustancia radiactiva después de seis horas es
N (6 )=50e"%%57%8) = 1.7598 miligramos.
iii. El tiempo t al cabo del cual la sustancia radiactiva se ha reducido a la mitad,
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N(t)=25,
es resuelve la ecuacion
05 _ 5005578t oy 1 _ o-05578¢
2 b
0 bien,
1
—0.5578t =1n o
de donde obtenemos
1 1

t=— In=
0.5578 2

=12.426 horas.

/ SECCION 4.2
EJERCICIOS 1

1.

a. El nimero de habitantes de cierta poblacion aumenta de manera proporcional a su numero actual.
Después de dos afios el numero de habitantes se ha duplicado y después de tres afios el numero de
habitantes es 20000.

i. Obtén el modelo de crecimiento exponencial.

ii. Estima el numero de habitantes a los cinco afios.

b. El radon tiene una vida media de 3.82 dias.
i. Determina la constante de decaimiento en términos de In2.

ii. ¢ Qué fraccion de cantidad de radén original queda después de 3.82 dias?

¢. En un cultivo de bacterias la rapidez de crecimiento del nimero de bacterias es proporcional a las
bacterias presentes.

i. Si el nimero de bacterias se triplica en 5 horas, ¢cuantas habra en 10 horas?

ii. ¢ En qué tiempo el numero de bacterias sera 12 veces mayor al nimero inicial?

d. Se analizd un craneo fosilizado y se determind que contenia la centésima parte de la cantidad
original de Carbono-14. Calcula la edad del craneo suponiendo que la vida media del carbono-14 es
5600 anos.

e. Un material radiactivo se desintegra siguiendo la ley de crecimiento exponencial. Se tenian 60
mg de este material y transcurridas 3 sélo habia 80%e la cantidad inicial.
i. Construye el modelo que describe la cantidad restante de material en cualquier instante.
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ii. ¢ Qué cantidad de material hay después de 5 horas?

iii. ¢ Qué tiempo debe transcurrir para que la cantidad de material sea la cuarta parte de la cantidad
inicial?

|
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SECCION 4.1

EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

2 IN N a. f(x)=Inx-4|+2
™ b. f(x) L senox+2 4
. X )= =SensX+LZX—7w +
dN—kN(I N ) 2

SECCION 4.1
EJERCICIOS 2 SOLUCIONES
a f(x)=— =+ d. po(1,1) f(x)=Ce™ —5e
2x° =2 e. Po(3,8) f(x)=2(1+x)
b. f(x)=4e "
c. f(x)=In|x+6|+2 f. py(0,2) f(x)zi—7+8

SECCION 4.2
EJERCICIOS 1 SOLUCIONES

1.

a. C.

. dp 0347t _ = i. 8.9979F,

i.. —=0.347p, p(t)=7062""""afios. 0

dt P. p(t) i, 11.31

ii. p(5)=706223*"(%) habitantes. d. 37204 afios.

b. e.

i. —0.1814 i. M (t)=60e007

ii. 0.1252N, ii. 41.37 miligramos.
iii. 8.64 horas.
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UNIDAD 4 2

CONCEPTOS

1. La funcién que describe la rapidez del cambio puntual de una funcion es

!
2. Silas variables f y f son directamente proporcionales, entonces,

3.Si f eslafuncion solucién de una ecuacion diferencial, entonces, f (0 )= f, recibe el nombre
de

4. La vida media de una sustancia es el tiempo transcurrido en que

DESARROLLOS OPERATIVOS

5. Obtén la solucion general ( X +1 )‘;f = f12
X

2x-2f

6. Obtén la solucion del problema de valor inicial 3]; =e sujeta a la condicion f ( 0 ): 1

7. Construye la ecuacién diferencial que corresponde al modelo de crecimiento exponencial con
solucion p (t)=4e™

PARA PENSAR

8. Una poblacion de bacterias crece con una rapidez proporcional a si misma. Si en una hora se
incrementé el 50% , ¢ Cuanto tardara en duplicarse?
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9. Un rumor se propaga sobre una ciudad con 1000000 de habitantes, la rapidez de propagacion

es proporcional al numero de personas que no han oido el rumor. Transcurridos tres dias lo sabian
150 000 personas. ¢Qué tiempo transcurrié cuando lo escucharon 750000 personas?

§&  scan

Preguntas 1 a 4., un punto cada una.
Problemas 5. a 7., dos puntos cada uno.
Problemas 8. a 9., cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 11 puntos

D/ UNIDAD 4 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

1. la funcion derivada.

2. existe la constante k = 0 ,tal que, f - kf
3. Condicion inicial.
4. Su masa se reduce a la mitad.

DESARROLLOS OPERATIVOS
5. f (x)=3/3In(x+1)+C
_ In(ezx +e? +1)

6. f(x
(x)- ey
dp . g
7. 4 = 3P suetaa la condicin f (0)=4
PARA PENSAR

8. 1.7094 horas
9. Entre 25 a 26 dias.
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