UNIDAD 4
LA ELIPSE, LA CIRCUNFERENCIA Y SUS
ECUACIONES CARTESIANAS

PROPOSITOS: Reafirmar el método analitico al obtener las ecuaciones de la
elipse y la circunferencia y avanzar en el reconocimiento de formas y estructuras,
en la formulacion de conjeturas y en la resolucién analitica de problemas de corte
euclidiano.

INTRODUCCION.

En esta y siguiente unidad se tratan tres de las curvas llamadas cénicas. El origen
del nombre y las curvas se remontan a la civilizacién griega alrededor del siglo Il
a. C. Fue Apolonio de Perga (262 — 200 a.C. astronomo talentoso) quien escribié
sobre una gran variedad de temas matematicos, su fama esencialmente se debe a
Sus escritos sobre las secciones conicas en donde el método utilizado esta mucho
mas proximo a los métodos de la geometria analitica actual que a los métodos
puramente geomeétricos de su época. Los griegos obtuvieron las curvas al cortar
conos (de arcilla) con cuchillos, los nombres elipse e hipérbola los utilizé
Apolonio, y fue Arquimedes (287 — 212 a. C) el que utilizo el de parabola. Los
nombres fueron utilizados anteriormente por los pitagoricos (siglo VI a.C.) al
resolver ecuaciones cuadraticas por el uso de areas.

/N
-

/

Circunferencia Elipse

Y

Hipérbola Parabola

92



SECCION 1. LA ELIPSE COMO LUGAR GEOMETRICO

Se pretende que reconozcas a la elipse como lugar geométrico, que a partir de su
trazo determines algunas de sus propiedades asi como sus elementos de mayor
importancia.

Existen varios métodos para trazar una elipse, entre ellos esta el llamado “método
del jardinero” que consiste en lo siguiente:

ACTIVIDAD 1.

En una cartulina, cartdbn o cualquier material donde puedas insertar un par de
“chinches”, “tachuelas” o “clavos”, colécalos a una distancia de 10 a 15cms. sujeta
en ellos un cordén de mas de 15cms. de largo. Después con la punta de un lapiz y
manteniendo el corddn tenso, podras trazar una figura como la que se muestra.

Te podras dar cuenta que:
1) Para cualquier punto P en la curva, ¢la suma de distancias de P a cada una
de los “clavos” es igual a: ?

2) Traza varios casos acercando o alejando los “clavos”:
¢siempre se obtiene una elipse?

¢qué curva se forma si los “clavos” coinciden?
¢qué curva se forma cuando alejas los “clavos” al maximo?

La respuesta del inciso (1) nos permite observar la propiedad que cumplen todos
los puntos de la elipse.

La elipse es el conjunto de puntos, tales que la suma de las distancias de un punto
a cada uno de los “puntos” fijos es constante, cuya longitud es la del corddn.

Actividad de investigacién: ¢Existira algiin método de trazar elipses con regla y
compas? ¢ Cual sera el método mas sencillo de trazar elipse?

Si colocamos la figura anterior en un plano cartesiano se podran determinar las
partes o elementos de la elipse:
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La ubicacion mas sencilla es la siguiente: se traza el eje de abscisas sobre los
puntos fijos y el eje de ordenadas se traza perpendicularmente al eje de abscisas
por el punto medio entre los puntos fijos. Observa que la figura asi trazada queda
simétrica con respecto de los dos ejes.

v

B!

Lee con cuidado y completa las proposiciones:
Los puntos fijos se denominan focos y se les asociaran las coordenadas F(c, 0) y
F’(-c, 0). La distancia entre los focos es

El punto medio entre los focos es el centro de la elipse, en este caso el centro
tiene coordenadas

Los puntos de interseccion de la elipse con los ejes de coordenadas se
denominan, vértices de la elipse:

En las elipses, a los vértices que estan sobre el mismo eje que los focos se les
denomina vértices del eje mayor y tienen asociados las coordenadas: A(a, 0) y
A’(-a, 0). De manera que la longitud del eje mayor sera

Los vértices que no estén en el mismo eje que los focos seran los vértices del eje
menor y sus coordenadas asociadas seran B(0, b) y B(0, -b). De manera que la
longitud del eje menor sera

Nota: Para que exista la elipse es necesario que 2c < 2a o también que ¢ < a. De
manera que las coordenadas de los focos deben ser menores que las de los
vértices del eje mayor.

L - ., C
Una cuestidon importante es la excentricidad, la cual esta dada por la razon —,
a

por la nota anterior sabemos que 0 < ¢ < a dividiendo cada parte entre a se

. O c _a C
obtiene —<—<—,demaneraque 0<—<1.
a a a a

- C .
La excentricidad, se denota por e = — su valor que esta entre cero y uno nos da
a

informacion sobre la redondez o estiramiento de la curva.
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Otro elemento de la elipse es el siguiente:

Un segmento que une dos puntos cualesquiera de la elipse se denomina cuerda.
Las cuerdas que pasan por los focos y son perpendiculares al eje mayor se
2
. . . 2b
denominan lados rectos de la elipse y miden Ir = ——
a

Existen situaciones que se asocian a elipses como son:
e La Orbita de la tierra y de los planetas en general son trayectorias elipticas
donde uno de sus focos es la posicion del Sol. También la luna tiene una orbita
eliptica alrededor de la tierra.

e El cometa Haley tiene una orbita eliptica donde uno de los focos es el Sol.
¢ Algunas veces se usan engranes elipticos, con centros de rotacion en los focos.

e Las rectas que unen los focos con cualquier punto de la elipse, forman angulos
iguales con la recta tangente a la elipse en dicho punto. Por lo que si se
colocara una fuente de luz o de sonido en uno de los focos esta se reflejaria en
el otro foco.

e Una de las camaras del Capitolio de Washington, tiene una béveda de forma
elipsoide la cual se le llama “béveda de los murmullos”, pues lo que se dice,
aunqgue sea en voz baja, en uno de los focos, sera escuchado en el otro foco.

ACTIVIDAD 2.
Contesta las siguientes preguntas.

1) ¢Cual es la forma de la elipse si F y F’ se alejan del centro O y estdn mas cerca
de Ay A'? Traza un dibujo.

2) ¢Cudl es la forma de la elipse si F y F’ coinciden respectivamente con Ay A’?
Traza un dibujo.

3) ¢, Cudl es la forma de la elipse si F y F’ estan mas cera del centro O?
Traza un dibujo.

4) ¢, Cual es la forma de la elipse si F y F’ coinciden con el centro O?
Traza un dibujo.
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5) En la siguiente elipse haz que P coincida con B, como B es un punto de la
elipse, cumple con: 4

P

Con base en los triangulos F'OB y BOF, completa las respuestas:

a) Los lados OF y OF son y cada uno mide

b) OB es lado de los dos triangulos y su medida es

c) Los angulos F'OB y BOF son

d) De manera que los triangulos son congruentes por el criterio
e) ¢Puedes concluir a que es igual: ¢ + b* = ?

El resultado del inciso (e) es muy importante, por que relaciona los valores de las
coordenadas de los focos con los valores de las coordenadas de los vértices de
los ejes mayor y menor.

SECCION 2. ECUACION CARTESIANA DE LA ELIPSE.

Se mostrara un método sencillo para obtener la ecuacion cartesiana de la elipse
gue tiene centro en O(0, 0), eje mayor sobre eje X y eje menor sobre eje Y.

Segun la propiedad de los puntos de la elipse, se cumple que la suma de las
distancias de sus puntos a cada uno de los focos es constante e igual a 2a.

A

B’

1) Escribiendo las distancias: d(P,F)+d(P,F") =2a

\/(x—c)2+y2 +\/(x+c:)2+y2 =2a

2) Otra manera conveniente es: /(X + c)2 + y2 =2a—+/(x— 0)2 + y2

3) Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando se obtiene:
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x2 +2cx+c2 +y2 :4a2 —4a\/(x—c)2 +y2 +x2 —2cx+c2 +y2
4) Al simplificar términos semejantes se obtiene:

4cx = 4a2 —day(x - 0)2 + y2

5) Dividiendo entre (4) y asociando como: cx — a2 = —an/(x — c)2 + y2

6) Elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando y simplificando:

02X2 +a4 a2x2 + 8.202 + a y

7) Escribiendo como: c?x2 —a?x? _ a2y2 —a2c? _at

8) Multiplicando por (- 1) ambos miembros: azx2 —02x2 +a2y2 —a? —azc2

9) Factorizando en ambos miembros: x2(a2 —c2) + a2y2 = a2(a2 —02)
10) Por el resultado de la Actividad 2, (a®> — ¢ = b®) entonces al sustituir en la

expresion anterior se obtiene: x2h?2 +azy2 a%p?

2 2

11) Al dividir ambos miembros entre a’b?, se obtiene: X_Z + Y =

a b2

La cual es llamada ecuacion de la elipse en forma ordinaria.

Tomando en cuenta la ecuacion del inciso (11), completa las proposiciones

siguientes:

Las coordenadas del centro de la elipse son:

Los vértices del eje mayor esta sobre el eje: y sus coordenadas
son:

Los vértices deI eje menor esta sobre el gje: y sus coordenadas
son:

Las coordenadas de los focos son:

ACTIVIDAD 3.
De manera similar se determina la ecuacion cartesiana de la elipse que tiene
centro en O(0, 0), eje mayor sobre eje Y y eje menor sobre eje X.

4A(0,a)
. P(x,y) ﬁ + ﬁzl
b2 a2
/ B(b,0)
F'(0,-c)
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Como resumen escribimos que; la ecuacion cartesiana de una elipse de centro el
origen y cuyos ejes coinciden con los ejes coordenados.

Primer caso: Focos sobre el eje X: longitud entre los focos 2c, longitud del eje
mayor 2a Yy la longitud del eje menor 2b.

a>c y a>b relacionadas por : a?=p2 +¢2

A

) lado recto (In) g| PXy)

ecuacion: X +y =
. T T = |~
A,\I: ‘

o202 Feo _~A@0)
" B10,)
Cc
e=—
a

No se colocaron todas las coordenadas de los puntos para
gue el dibujo fuera entendible

Segundo caso:: Focos sobre el eje Y: longitud entre los focos 2c, longitud del eje
mayor 2a Yy la longitud del eje menor 2b.

a>c y a>b relacionadas por : a?=p2+c? 1. A(0.2)
F
lado recto (Iy~ P(x,y)
2 y2
ecuacion: —+—==
B(b,0
b2 a2 (b.0) >
2 b 2 e F'(0,-c)
Ir = e = —
a a
Al

SECCION 3. APLICACIONES DE LA ELIPSE

En esta seccién se resolveran problemas diversos de elipse con centro en el
origen de coordenadas.

En geometria analitica hay dos problemas fundamentales:
El primero: Conocida una ecuacion interpretarla geométricamente, es decir
construir su gréfica correspondiente.

El segundo: Conocida la figura geométrica, o la condicion que deben cumplir los
puntos de la misma, determinar su ecuacion
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Para hacer el estudio mas sencillo conviene analizar los dos problemas por
separado.

Comenzaremos con problemas del primer tipo: conocida una ecuacion trazar su
gréfica.

Ejemplo 1. Conocidas las ecuaciones de algunas elipses con centro en el origen,
trazar sus gréaficas, dando sus datos.
2 2
X_ + y_ =1
25 9

Como la variable “x” esta sobre el mayor valor (25), la elipse que representa es
del primer tipo (horizontal) con focos sobre el eje X.

Para determinar los elementos, de la elipse se hacen las comparaciones:
a’=25 —» a=+5 - vértices del eje mayor son A(+ 5, 0).
b’=9 — b=+3 - vértices del eje menor son B(0, + 3)

Por la relacion a2 = b2 + 02, obtenemos que a2 - b2 = 02 , de manera c’=25-9=
16 - c=+4 — focos son F(+ 4, 0)

2
Longitud del lado recto es: Ir = 2b” 29 18
a 5 5
. c 4
La excentricidad es: e == =— =0.8
a b5
y
4
it .
/ \.
// 2 \\

w X<

s 1 5 0 2 4 6
Fk-4,0) F(p.0)
N{ S )
\\H B //
-4
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ACTIVIDAD 4.
Llena los espacios en blanco:
2 2
X_ + y_ =1
4 9
Como el variable “y” esta sobre el mayor valor (9) entonces la elipse esta en
posicion vertical, los focos estan en el eje .

Comparando la ecuacion con las formulas del segundo caso, se tiene:
2 - :
a-= — a= — vérticesejemayor. A( , )

b= > b= - vértices ejemenorB( , )

L. 2 2 2 2 2 2
Por la relacibn a = b~ + ¢, obtenemos que a” - b~ =c de manera c? = =
— C= — focos F( )

2

Longitud del lado recto es: Ir = 2b = =
a

.. C
La excentricidad es: e = — =—— =
a

Ubica los vértices y focos, sobre los focos traza un segmento perpendicular al eje
Y, Yy que tenga una magnitud igual a la del lado recto. Traza la elipse que pasa por
los vértices y por los extremos del lado recto.

ACTIVIDAD 5.
Llena los espacios en blanco:
No siempre se da la ecuacion en forma “simplificada” como es el siguiente caso:

ox? + 36y° = 324

Este tipo de problemas se resuelve dividiendo toda la ecuacion entre el término
independiente para obtener la igualdad con 1, en este caso dividimos entre 324
obteniéndose:

ox2 +36y2 =324 9x2 36y2 324 x2  y? _ x2 y2
- + = - + =1 > —+—=1
324 324 324 324 324 324 6
9 36

Ahora la ecuacién esta simplificada y observamos que es como en el ejemplo 1.

La ecuacion es de una elipse horizontal con focos en el eje X.

a’= - a= - vértices eje mayor A( , )

b= > b= > vértices ejemenorB( , )

Por la relacion a2 = b2 + 02, obtenemos que a2 - b2 = 02

de manera c? = = —> Cc= — focos F( )
. 2b2

Longitud del lado recto es: Ir = - = =
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.. (o4
La excentricidad es: e=— =—— =
a

Ubica los vértices y focos, sobre los focos traza un segmento perpendicular al eje
X,y que tenga una magnitud igual a la del lado recto. Traza la elipse que pasa por
los vértices y por los extremos del lado recto.

ACTIVIDAD 6.
Llena los espacios en blanco:

Un problema de otro tipo: 3x° + y2 -4=0.

El término independiente, por el que vamos a dividir, no es el cero ¢ verdad?.

., . 2 2 e g
Acomodando la ecuacion se tiene: 3x” + y- = 4 de manera que dividiremos la
ecuacion entre 4.

3x2 +y2 =4 3x

- + y_ = i - X_ + y_ =1
4 4 4 4 4 4
3
La ecuacion es de una elipse vertical con focos en el eje Y.
a‘= — a= — Vértices eje mayor A( ).
b? = - b= — Vvértices eje menor B( . ).

L, 2 2 2 2 2 2
Porlarelacibna =b +c, obtenemosquea -b =c
de manera que c?= = —> C= — focos F( ).
2b2

Longitud del lado recto es: Ir = = =
a

.. C
La excentricidad es: e=— =—— =
a

Ubica los vértices y focos, sobre los focos traza un segmento perpendicular al eje
Y, y que tenga una magnitud igual a la del lado recto. Traza la elipse que pasa por
los vértices y por los extremos del lado recto.

EJERCICIOS 1.
Determinar los elementos de las siguientes elipses (centro, ejes, vértices, focos,
lado recto y excentricidad). Trazar la grafica correspondiente.

2 2 2 2

i) [ A | Y X 4
64 48 16 25
2 2 2 2
3)X—+y—:l 4) X Y
49 144 169

5) 4x* + 9y* = 36
7) 9x% + 4y® = 144

6) 4x° +y* = 16
8) x*> + 4y* = 64
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Ahora se tratard el problema inverso: conocidos algunos datos de elipses
gue tienen el centro en el origen, hallar las ecuaciones y los elementos
faltantes.

Ejemplo 2. Las condiciones de la elipse son: a =8, b = 3y eje focal sobre eje X.

Solucién: Como el eje focal esta en el eje, entonces la elipse es vertical y tiene
vértices en A(+ 8, 0) y B(O, + 3).

. 2 2 2
El valor de ¢ se determina por la relacion a- = b~ + ¢ de manera que:

c:\/az _p? — ¢=,/64-9=,/55, los focos estan en, F(+ 55, 0)

La ecuacion, el lado recto y su excentricidad son:

2 2 . J
XY p=29_.18 e=Y25 _ 49570
64 9 8 8 8

Ejemplo 3. Las condiciones son: a =11, ¢ =5y eje mayor sobre el eje Y.

Solucién: Los focos y los vértices estan en F(0, £5) y A(O, £ 11)
El valor de b se determina por la relacion a2 =b  +c de manera que:

b=y a2 - 02 = J121-25=4/96, luego los veértices estan en B(++/96 , 0)

La ecuacion, el lado recto y su excentricidad son:

2 .2 _
X2y Y g 2296192 e=> = 0.4545
96 121 11 11 11
ACTIVIDAD 7.

Completa el andlisis o las operaciones: Determinar la ecuacion de la elipse cuando
b = 3, su lado recto 3, y el eje mayor sobre el eje Y.

Solucion: te conviene hacer una pequefia gréfica de los datos para apreciar la
posicion de la elipse.

De acuerdo a los datos la elipse estara en posicion

2
) : 2:b :
Con la formula del lado recto, tienes que: Ir= = =3 haciendo
a a
operaciones obtienes que a = , ya se conocen a y b luego la ecuacién
2 2

X
resulta ser: - y _ 1

ACTIVIDAD 8.
Completa el andlisis o las operaciones: Determinar la ecuacion de la elipse cuando

las condiciones de la elipse son: unfocoes (5,0) y e = %
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Primero tienes que ¢ = 5 por el dato del foco F(5, 0) ademas esta en el eje X, de
manera que la elipse esta en posicion:

e:—:—:E haciendo

a a
operaciones obtienes que el valor de a = , ya tienes a y ¢ de manera que

L. 2 2 2 . .
para encontrar el valor de b se usa la relacion a” = b~ + ¢ haciendo operaciones
encuentras que b =

Por la férmula de la excentricidad se sigue que:

La ecuacion resulta ser:

EJERCICIOS 2.
Conocidas las siguientes condiciones, escribe una ecuacion de la elipse que tenga
centro C(0, 0) y trazar la grafica.

1) a=6,b =4, focos sobre eje Y.

2) a=6,c =4,focos sobre eje X.

3) a=6, lado recto = 3, focos sobre eje Y.

4) b =4, lado recto =4, focos sobre eje X.

5) a=9, b =05, vértices del eje mayor sobre eje X.
6) b =3, c =4, vértices del eje mayor sobre eje Y.
7) Vértices A(£5, 0) y focos F(+ 4, 0).

8) Unfoco F(O, £3)yb=4.

Problemas diversos de elipse con centro en C(h, k)

Primer caso: Centro en C(h, k) y focos sobre eje paralelo al eje X.

a>c — a2:b2+c2 1
A C(h,k)
lado fecto (Ir)
) | 607
a2 b2 ....................................... } ..................................
A AR+a k)
2 :
r=20" 'B'(h k-b)
a :
:g fig. 4

Segundo caso: Centro C(h, k) y focos sobre eje paralelo al eje Y.
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a>c — a2 :b2 +c2

A
| | lado recto (Ir)
xh)” , (k) )
b2 2 :
........................ .. 1Bhebla,
chiy
2h?2 N
Ir=2°_ :
| :
e:E fig. 5 \/
a :

Se habra observado que las formulas de lado recto, excentricidad, la relacién
entre los elementos no cambian y sélo cambian las formulas de la elipse, los
vértices y los focos.

Ejemplo 4. Conocida la ecuacién de una elipse: 4(x - 3)? + (y + 5)% = 4, determinar
todos sus datos para trazar su grafica.

En este caso, se divide la ecuamon entre 4 para tener Ia igualdad a uno.

4(x-3)2 +(y+5)2 =4 e 32, (y+5)? _4 A R
4 1 4 4 :
(x-3)° , (1#5) _ :
1 4 ~AB-3)

El centro es: C(h, k) = C(3, -5)
El valor de a 'y b se determinan facilmente:
a2=4 - a= +J4 > a=+2

b2=1— b=++1— b=+1

De manera que el valor de c:
a?=b%+c? 5 4=1+ c2 sc=14/3
Los focos y vértices se determinan a partir de las coordenadas del centro:

_2 (1) V3
2

F(3,-5++/3), A(3,-5+2), B(3+1, -5), =1, e=->=08660.
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Ejemplo 5. Un caso en el que se requiere de varias cuestiones algebraicas es
cuando se da la ecuacién de la elipse en forma general. Lo que se debe hacer es
pasar esta ecuacion a su forma candnica o estandar.

16x% + 7y° — 64x + 42y + 15 = 0

16(X2 —4x) + 7(y2 + 6y) =-15 se factoriz6 el coeficiente de los términos cuadréticos.

2 2 2 2
16(X2 —4x + (gj ) + 7(y2 + 6y + (gj ) =-15+ 16 (gj +7 (gj se completaron

los trinomios cuadrados perfectos sumando en ambos miembros la misma cantidad.
2 2
16(x —4x+4) +7(y +6y+9)=-15+16(4) + 7(9)
2 2
16(x—2) +7(y +3) =112 Se factorizaron los trinomios cuadrados perfectos.

16(x - 2)2 + 7(y + 3)2 = 112

Se dividié la expresion entre el término independiente.

112
2 2
16(x-2)~  7(y+3)° _112
112 112 112
(x = 2)2 + (y + 3)2 =1 Se simplificaron los numeradores y denominadores.
12 112
16 7
2 2
(x=2)7  (y+3)° _,
7 16

La ecuacion representa una elipse vertical con centro en C(2, -3).
El valor de a y b se determinan facilmente:

a2=16 - a=+4

b2=7 > b=£7
De manera que el valor de c:
2

a2=b2+c2 —-16=7+cC . c=x3

Los elementos son:

F(2,-3+3), A(2, -3+4), B(2+7,-3), Ir= 7, e===0.75.

2(J7)% 3
2 4

ACTIVIDAD 9.
Completa el analisis o las operaciones, para determinar los elementos de la elipse
y trazar su gréfica: 4x*>+ 5y°-8x-40y + 64 =0

4(x? - 2x) + 5(y? - 8y) = -64 se factoriz6 el coeficiente de los términos cuadraticos.
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2 2
completar los trinomios cuadrados perfectos 4(x? - 2x + (Ej ) + 5(y? - 8y + (E] )

:'6“*“@2*(&}2

El resultado ya simplificado es: 4(x*-2x+ )+5(y*-8y+ )=-64+4( )+5( )

factorizando los trinomios cuadrados perfectos: 4(x- )+ 5(y- )*=20

4(x- )% +5(y- )% =20
20

dividiendo la expresion entre el término independiente:

2 2
se obtiene la ecuacién de la elipse en su forma canénica: (x=1) + (y=4) =1

4
La ecuacion representa una elipse horizontal con centroen C( , ).
El valor de a y b se determinan facilmente:
a’= > a=+
b2= b=t
De manera que el valor de =
2( )
Los elementos son: F( , )L AC , ),B(C , ) Ir= 5= e=

EJERCICIOS 3.
1) Determinar todos los datos de la elipse y trazar la gréfica:
4x% + 6y? — 16x + 36y + 46 = 0

2) Dar la ecuacion de la elipse cuyos vértices son los puntos (-6, 8) y (6, 8),
y los focos son los puntos (-2, 8) y (2, 8).

3) Determinar la ecuacién de la elipse y trazar la gréafica cuando:

F(3, 5), F'(-3, 5), longitud del eje menor es 8.

4) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de las distancias a los puntos F(2, -3) y F'(-2, -3) es
siempre 6.

5) Determinar todos los datos de la elipse y trazar la grafica:

6x2+y2—3x+y—27/16:O

6) Determinar todos los datos de la elipse y trazar la grafica:

X2+ 4y? —2x— 24y +21=0

7) Determinar todos los datos de la elipse y trazar la grafica:

ox® + 4y2 +72x=0
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8) Dar la ecuacion de la elipse que tiene e = 1/2 y los veértices del eje mayor estan
en(-3,4)y (5, 4)

SECCION 4. LA CIRCUNFERENCIA COMO LUGAR GEOMETRICO.

En esta seccidon se pretende que reconozcas a la circunferencia como el lugar
geométrico que se encuentra con mayor frecuencia en nuestro entorno, obtener el
lugar geométrico de la circunferencia como caso limite de la elipse, identificar los
elementos que determinan a la circunferencia, asi como definirla como un lugar
geomeétrico.

La circunferencia es una figura geométrica que al igual que otras esta presente en
nuestro entorno, es muy probable que en este momento puedas observar algunas
como es: en las monedas, en la base de algunos vasos, las tapas de las botellas,
en los anillos...etc.

ACTIVIDAD 10.
Construye y explica cémo dibujas una circunferencia de radio 3cm.

CIRCUNFERENCIA COMO CASO LIMITE DE LA ELIPSE.

ACTIVIDAD 11.

Dibuja en un mismo plano cartesiano elipses con centro en el origen, que tengan
la misma magnitud del eje mayor (tu escégela), pero con diferente excentricidad:
1)e=0.75,2)e =05 3)e=0.25y 4) e =0.01. ,Qué caso se aproxima mas a
una circunferencia? Con tus compafieros comenta tus observaciones.

1) Tomando la longitud que elegiste para el eje mayor:
a) ¢cuanto mide el semieje mayor a?
b) De acuerdo con la longitud de tu semieje mayor y tomando e = 0.75, ¢ cuanto
vale c?
c) Considerando el valor de a y c, ¢cual es la longitud del semieje menor b?

2) Considerando la longitud del semieje mayor y e = 0.5, determina el valor de:
cyb.

3) Determina el valor de c y b para e = 0.25.
4) Calcula los valores de c y b cuando e = 0.1.

Explica la relacion que existe entre a y b cuando e se aproxima a O.

Tomando en cuenta la Actividad 10 y tus conclusiones de la Actividad 11, se
puede afirmar lo siguiente: La circunferencia es considerada como un caso
especial de la elipse en donde la excentricidad es cero y por consecuencia los ejes
tienen la misma longitud.

¢, Qué nombre reciben los semiejes en una circunferencia?
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Definicion: Una circunferencia es el conjunto de puntos que equidistan de un punto
fijo llamado centro. La distancia que existe entre el centro y cualquier punto de la
circunferencia se llama radio.

SECCION 5. ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA.

El proposito de esta seccidn es obtener la ecuacion de la circunferencia en su
forma ordinaria, con centro en el origen y fuera de él. Asi como la ecuacién de la
circunferencia en su forma general, transitar de la forma ordinaria a la general y
viceversa, utilizando el método de completar cuadrados. Ademas determinar el
centro y el radio, a partir de su ecuacion y utilizarlos para graficar circunferencias.

Deduccion de la ecuacién ordinaria de la circunferencia a partir de la
ecuacion ordinaria de la elipse.

2
(X_h) +(y_k)2_1
2 2
a b
Donde C(h, k) son las coordenadas del centro de la elipse y las longitudes de los

Sabemos que la ecuacion ordinaria de la elipse es:

semiejes al cuadrado son: a2, b2.

En la circunferencia el eje mayor y el eje menor son iguales, es decir a2 = b2.
2 2

x-h -

(x=h)” -k~ _,

a? a?

Entonces se tiene:

Multiplicando por a2, la ecuacion anterior se obtiene (x—h)2 +(y—k)2 Y que

es la ecuacién Ordinaria de la Circunferencia con centro C(h, k) y radio a.

ACTIVIDAD 12.

Construye una circunferencia con centro en el origen y cualquier radio.

a) Obtén su ecuacion.

b) Comprueba, con al menos tres puntos de la circunferencia, que estos satisfacen
a la ecuacion que planteaste en (a).

c) ¢ Qué relacion existe entre los puntos de la circunferencia y el centro?

ACTIVIDAD 13.

Construye una circunferencia con centro fuera del origen y cualquier radio.

a) Determina su ecuacion

b) Comprueba con al menos tres puntos de la circunferencia que se satisface la
ecuacion que planteaste en (a).

ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA.

ACTIVIDAD 14.

En la ecuacion (x — h)2 +(y - k)2 Y , Se tienen binomios al cuadrado completa el
desarrollo de estos:
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2

x2 _2hx + +y2— + =a
Escribiendo los términos de manera ordenada; es decir primero los términos

cuadraticos, después los lineales y en seguida las constantes e igualando a cero
se tiene:

x2+y2—2hx— + =0

Para simplificar la ecuacion se toman los cambios siguientes:

= — 2h, =-2k, F= h2 +k2 —a2, entonces la ecuacion se transforma en:

x2 4 y2 +Dx+Ey+F =0 lallamada Ecuacién General de la Circunferencia.

Ejemplo 6. Pasar la ecuacién de la circunferencia (x—17)2+(y+9)2 -32 de
forma ordinaria a la forma general.

2

i) El desarrollo de los binomios: (x-17)~ = x2 —2(17)x+(17)2 = x2 _34x +289

) =

ahora el segundo binomio: (x+9
i) Escribiendo los términos en orden e igualando con cero se obtiene la ecuacion

en forma general: x2 4 y2 —34x+ y+ =0

ACTIVIDAD 15.
El problema inverso.

Dada la ecuacién de la circunferencia en forma general: x2 4 y2 +Dx+Ey+F=0

determinar la ecuacion ordinaria.

i) Completa en los espacios la cantidad que debe sumarse en ambos miembros
para completar el trinomio cuadrado perfecto para x y paray.

2 2 2 2
x2+Dx+(%j +y2+Ey+(—j +F:O+£?] +[—J

. . . . . . 2
Factorizando los trinomios cuadrados perfectos (raiz 1ro, signo 2do, raiz 3ro) vy
pasando F al segundo miembro se tiene:

(=8]8 BT
X+—| +|y+=| =|=| +|=| —-F
2 2 2 2
ii) Simplificando el segundo miembro, la ecuacion queda de la forma:

D)2 EV2 D24+E2_4F
X+—| +|y+=| ==————
2 2 4

iii) La ecuacion esta expresada en forma ordinaria.
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Determina las coordenadas del centro y el radio: CentroC( , ) radior=

Ejemplo 7. Obtén la ecuacion en su forma ordinaria de la circunferencia:
x2 +y2 +16x-8y+16=0
Completando el trinomio cuadrado perfecto para x y para y se tiene:
2 2
x2 +16x+(%} +y2 —8y+(_—28) =—-64+64+16
Factorizando el primer miembro y simplificando el segundo:

(x+ )2 +(y+ )2 =16 que corresponde a la ecuacién ordinaria.
La ventaja de esta ecuacion es que se aprecia facilmente el centro y el radio.

SECCION 6. APLICACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA.

En esta seccion se pretende, que aplicando los conocimientos adquiridos se
resuelvan problemas de diferente indole.

EJERCICIOS 4.

En las siguientes ecuaciones identifica cuales representan una circunferencia o
una elipse en caso que sea una elipse, indica cual de los ejes de coordenadas es
paralelo a su eje mayor. En el caso de ser circunferencia, determina su centro y su
radio.

2 2 2 2
1) (X+1) +(y+1) =1 2) X Y
36 20 34 34
52 2 52 2
5 (=2° (437 N
25 25 25 100

5) Determina el centro, el radio y la grafica de las siguientes circunferencias:
a) (x-1)%+(y+2)% =16 b) X% +y? +6x+4y—22=0

6) Determina la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia que tiene centro
C@3,-4)yradior=-/70.

7) Determina la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia de centro C(2, 7)
y radio r = 5.

8) Dar la ecuacion de la circunferencia, en su forma general, que tiene centro en
C(-1, 3) y pasa por el punto R(2, -4).

ACTIVIDAD 16.
Ecuacion de la circunferencia que pasa por tres puntos que no estan en una
misma linea.

Traza un dibujo para contestar las siguientes preguntas:
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¢, Cuantas circunferencias pueden pasar por un solo punto?

¢ Cuéntas circunferencias pueden pasar por dos puntos?

¢,Cuantas circunferencias pueden pasar por tres puntos?

¢, Como consideras la proposicion: Por tres puntos -que no estén en una misma
linea- pasa una sola circunferencia, verdadera o falsa?

Dados los puntos A(4, 5), B(3, -2) y C(1, -4) determinaremos la ecuacién de la
circunferencia que pasa por ellos.

Por hipétesis los puntos pertenecen a una circunferencia, entonces satisfacen la

ecuacion de la circunferencia: x2 + y2 +Dx+Ey+F=0

Sustituyendo las coordenadas del punto A(4, 5) en la ecuacion se tiene:
(4)2 + (5)2 +D(4)+E(5)+F =0, simplificando obtenemos: 4D + 5E + F = -41.

1) Establece las ecuaciones correspondientes para los puntos By C.

2) Con las tres ecuaciones que se obtuvieron, se forma un sistema de ecuaciones
lineales que al resolverlo se obtienen los valores de las literales D, Ey F.

4D+5E+F=-41
3D -2E +F =-13, resuelve el sistema por el método de eliminacion.
D-4E+F=-17

Los valores que obtuviste fueron: D = ,E= y F=

Al sustituir esos valores, la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
A, ByCes: x2+y2+ X+ y+ =0

ACTIVIDAD 17.

Determinar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo cuyos lados
son partes de las rectas:
a)x-y=-5 b) 8x + 3y =59 C) 6x + by =47

1) Debemos obtener las coordenadas de los vértices del triangulo, para ello se
toman las ecuaciones de dos en dos y se resuelven para establecer los puntos
de interseccion de las rectas.
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Solucién: R( , ) s(C , ) T , )

Los vértices pertenecen a una circunferencia por lo tanto satisfacen la ecuacion de

la circunferencia: x2

+y2 +Dx+Ey+F=0

2) Establece las ecuaciones correspondientes para los vértices.
Para el punto R:

Para el punto S:

Para el punto T:

3) Se resuelve el sistema resultante.

2

4) La ecuacion resultante es: x“ + y2 + X+ y+ =0

ACTIVIDAD 18.

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia:
(x—3)*+(y—5)* =36

en el punto R(3, 11).

a) ¢, Cual es el centro de la circunferencia?
b) Obtén la pendiente de la recta que pasa por el centro Cy el punto R; m =

c) Determina la pendiente de la perpendicular; mt =
Por el dibujo te daras cuenta que la pendiente perpendicular es la pendiente de
la recta tangente a la circunferencia.

d) Determina la ecuacion de la recta tangente.

Recuerda: La recta tangente a cualquier circunferencia, es perpendicular a la

recta que une el punto de la circunferencia con el centro.

ACTIVIDAD 19.
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Determinar la ecuacion de la circunferencia con centro C(- 4, 2) y es tangente a la
recta 3x + 4y — 16 = 0.

Recuerda que siempre existe un radio de la circunferencia que es perpendicular a
la recta tangente, por lo tanto se debes calcular la distancia de C(- 4, 2) a la recta
3x + 4y — 16 = 0 para obtener el radio.

Recuerda que la férmula para calcular la distancia de un punto a una recta es:
|A(Xo) +B(Y,) + C|
JA® +B?

1) Calcula la distancia del centro C de la circunferencia a la recta: d =

d(P,L) = donde (Xx,,Y,) son las coordenadas del punto conocido.

2) Como ya se conoce el centro y el radio de la circunferencia, se puede
determinar la ecuacion:

ACTIVIDAD 20.

La figura siguiente muestra un impulsor de banda y polea dibujado en un sistema
de coordenadas. Si el radio de la polea mayor es de 4.2cm. y el radio de la polea
menor es de 2.1cm. determina la ecuacion de la circunferencia de cada polea

circular. N

y N

v

a) ¢ Cudles son las coordenadas del centro de la polea mayor?

b) La ecuacion de la polea circular mayor queda de la forma

c) ¢ Cuales son las coordenadas del centro de la polea menor? (Sugerencia: utiliza
el teorema de Pitagoras para obtener la abscisa)

d) La polea circular menor tiene como ecuacion

ACTIVIDAD 21.

Se requiere construir un pozo de tal manera que se encuentre a la misma
distancia de tres casas localizadas en los puntos A(-1, 1), B(3, 5) y C(5, -3). ¢En
gué punto debe construirse el pozo?

La figura siguiente muestra como estan colocadas las casas, los segmentos de
recta que las unen y las mediatrices de los lados AB y BC.
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/> \ 1

-4

-6

1) ¢ En qué punto debera construirse el pozo?

Para determinar el centro de la circunferencia que pasa por las tres casas se
debera obtener el punto de interseccion de dos de las mediatrices del triangulo
ABC.

Para ello deberas obtener la ecuacion de las mediatrices. (Recuerda; que la
mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que pasa por su punto medio).

2) ¢ Cual es el valor de la pendiente de la recta que pasa por AB?

3) ¢ Cudl es el valor de la pendiente de la mediatriz de AB?
4) Calcula el punto medio de AB.

5) Obtén la ecuacion de la mediatriz del lado AB.

6) Determina la pendiente de la recta que pasa por BC.

7) ¢ Cuél es la pendiente de la mediatriz de BC?

8) ¢ Qué coordenadas tiene el punto medio de BC?

9) Obtén la ecuacion de la mediatriz del lado BC.

10) Escribe las ecuaciones de las mediatrices y resuelve el sistema de ecuaciones
para obtener el punto de interseccién e indica que en la circunferencia.

11) ¢ Cuales son las coordenadas del punto donde debe construirse el pozo?

EJERCICIOS 5.
1) Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en (3, - 1) y radio 5
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2) Obtén el centro y el radio de la circunferencia x2+y?—6x+8y+9=0
3) Obtén el centro y el radio de la circunferencia x 2 +y*—6x + 8y = 0
4) El centro y el radio de la circunferencia x? +y ? = 36 son:

5) Obtener la ecuacion general de una circunferencia con centro en (1, -2) y con
radio igual a 4.

6) Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en (-2, 1) y es tangente
al eje de las ordenadas.

7) Una estacion de radio esta ubicada en un mapa en las coordenadas (50, 35). el
maximo alcance de su emisién es de 15 kilbmetros. Determina la ecuacién que
represente a las coordenadas de todos los puntos de maximo alcance de la
estacion.

8) Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (5,3), (6,2)
y (3! _1)

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Determinar los elementos (ejes, vértices, focos, lado recto y excentricidad) y
trazar la gréfica de las elipses siguientes.
a) 4x*+9y* =1
b) 225x* + 64y? — 144 = 0.

2. Conocidas las siguientes condiciones, escribir una ecuacion de la elipse que
tenga centro C(0, 0) y trazar la grafica.
a) Un extremo del eje menor esta en (0, 5) y su lado recto = 6.
b) Un foco esta en (6, 0) y la longitud del eje mayor = 18.

3. Conocidas las siguientes condiciones, escribir una ecuacién de la elipse que
tenga centro C(h, k) y trazar la gréfica.
a) Dar la ecuacion de la elipse que tiene focos en (2, -2) y (2, 10) y su
excentricidad = 3/4.
b) Dar la ecuacion de la elipse que tiene centro en (-4, 5) un extremo del eje
mayor en (-4, 13) y la longitud del lado recto = 3.

4. Dar la ecuacion de la circunferencia, en su forma ordinaria, que tiene por
extremos de un didmetro los puntos: A(7, -3) y B(-5, 1).

5. Dar la ecuacién de la circunferencia, en su forma general, que tiene centro en
C (-8, 8) y es tangente a los ejes de coordenadas.

6. Obtén la ecuacion de la circunferencia cuyo centro se encuentra en C (-1, 3) y
es tangente a larecta y = 2x + 10

7. Se desea trazar una pista circular en un mapa. Las condiciones dadas es que la
pista tenga centro en las coordenadas C(5, 12) y que pase por un punto A de
coordenadas (-2, 8).
a) Encuentra la ecuacién que describe a todos los puntos de la pista.
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b) Encuentra la ordenada del punto sobre la pista que tiene como abscisa —6.
c) Realiza la gréfica de la ecuacion.
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